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Resumo

Apresentamos estudos feitos para sistemas com N férmions interagentes sobre uma superficie
cilindrica. Usamos modelos efetivos nao relativisticos e relativisticos baseados em teoria de
campos para investigar, do ponto de vista de uma aproximagao de campo médio, as energias
de tais sistemas. Usamos interacoes de contato para descrever sua dinamica. Este fato
permite que se obtenha grande parte dos resultados dos modelos de forma analitica. A
parametrizacao é feita para reproduzir experimentalmente a funcao trabalho experimental
do grafeno e se presta a obtencao das funcoes trabalho de nanotubos de carbono assim
como também calcular a abertura de gaps em nanofitas de carbono. Tais resultados sao
comparados com dados experimentais da literatura, assim como também com resultados
obtidos através de sofisticados métodos tedricos baseados no funcional densidade (DFT). No
final é apresentado um estudo preliminar e prospectivo que pretende extender os modelos

mencionados para temperatura finita.



Abstract

Some properties of an interacting N-fermion system on a cylindrical surface focusing in
the quantum mechanical size effects of the ground-state observables are presented. The
nonrelativistic as well as the relativistic approaches we use are based on field theory in which
point-coupling fermionic fields gives the dynamics of the system. This effective zero-range
two-fermion interction allows an analytical Hartree-Fock approach. The parametrization is
done in order to reproduce experimentally the graphene work function. The models are
extended to describe carbon nanotube work functions as well as, in the relativistic case,
the dynamical gap generation in graphene nanoribbons. Our results are compared with
experimental data and with theoretical results obtained from sophisticated density functional
calculations as well. A preliminar and prospective study regarding the extension of the
relativistic model to finite temperatures. Finally we present a preliminar and prospective

study which intends to extend the previous models to finite temperature.
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Capitulo 1

Introducao

Esta tese apresenta progressos para um melhor entendimento de alguns aspectos teéricos da
ciéncia de nanomateriais (nanotubos de carbono, grafeno e nanofitas de carbono). Como
se trata de um assunto com grande apelo tecnolégico nos dias atuais, subdividiremos esta
introducao em duas partes. A primeira sobre aspectos gerais de suas aplicagoes muito mais
como motivacao e divulgacao da importancia da drea em si e uma segunda parte onde
o conteudo propriamente técnico para o avanco da fronteira da ciéncia dos sistemas que

estudamos serd apresentada. Apresentaremos esta introducao em duas parte.

1.1 Motivacoes Tecnolégicas

Construindo um comparativo entre as descobertas tecnologicas e repercussao na forma de
vida devida a essas descobertas, observamos a grande influéncia que o estudo e caracte-
rizacoes de novos materiais pode implicar. Nao apenas de valores cientificos, mas de mu-
dancas de postura e habitos e mudancas na dimensao e maneira de pensar. Voltando no
tempo, observamos o quanto o dominio do homem pré-histérico sobre a pedra e o fogo, influ-
enciou diretamente no modelo de sociedade, sempre exaltando as tribos e povos que primeiro
detiveram o controle dessas tecnologias da época. Outro grande momento tecnolégico, foi a

influéncia da descoberta da maquina a vapor no setor industrial e de transporte, levando este
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momento histérico a ser conhecido atualmente como Revolucao Industrial, que se iniciou na
segunda metade do século XVIII, e segue até nos dias de hoje em varios marcos de divisao,
como veremos. A Revolucao Industrial originou-se no Reino Unido e se espalhou para ou-
tros paises e regioes do globo. Seu principal simbolo tecnolégico foi a maquina a vapor e
a industria téxtil, sendo que a mais importante destes dois simbolos, teve o carvao como
principal fonte de energia. A descoberta e dominio desses materiais, ocasionaram mudanca
fora do contexto académico, mudando fortemente a seta do comportamento e redefini¢ao
de contexto social. Seguindo este contexto historico e tecnoldgico, uma segunda fase da
Revolucao Industrial, foi a que se estendeu do fim do século XIX até o fim do século XX,
simbolizada pelo automével. A principal fonte de energia foi o petréleo e as industrias de
vanguarda eram a automobilistica, a petroquimica, a mecanica, e a siderirgica. O grande
lider da segunda revolugao industrial, o que mais avangou nessa fase e servia como exem-
plo para os demais foram os Estados Unidos, a maior economia durante todo o século XX,
ressaltando mais uma vez a corrida para descobrir e dominar novos materiais e técnicas.
Uma terceira fase dessa revolugao, que se encontra em andamento e deverd atingir o seu
maior desenvolvimento no transcorrer do século XXI, iniciou-se no fim dos anos 1970. Ela
¢ marcada pela substituicao do petrdleo por outras fontes de energia - hidrogénio e solar e
pelos avancos da tecnologia nos componentes microeletronicos, principalmente a descoberta
e manuseio do silicio. Trabalhar com circuitos cada vez menores, possibilitou a construgao
do chamado Computador Pessoal -PC, e alavancou um novo contexto, em que a internet
passou a fazer parte do dia a dia , bem como o desenvolvimento de ferramentas tecnoldgicas
compactas e construindo uma nova maneira de transmitir informacoes e conectar pessoas,
dando a base para o que chamamos de Globalizagao. Essa mudanca foi rapida, de modo que
se compararmos o cenario de hoje com o de 15 anos atras, perceberemos o quanto as acoes
didrias de um individuo mudou. Em todas essas fases da revolucao, a descoberta de novos
materiais com tecnologias, esta sempre relacionada ao menor, se na pré histérica o elemento
era a pedra, na revolucao industrial foi o manuseio do carvao como fonte de energia e a
moldagem do ferro, para construcao de grandes maquinas que suportassem e funcionassem
a base de calor. Com a descoberta da energia elétrica, essas maquinas sofreram mudancas e
comeca entao a era do radio com a invencao das valvulas e a construcao de radios na escala
de metros. A descoberta e manuseio do silicio, mudou bruscamente esta realidade, de forma

que as valvulas foram substituidas por transistores e os radios passaram a ser construidos
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em escalas cada vez menores. A era da micro eletronica revolucionou a forma de viver e
nao ha duavida dos grandes feitos com o dominio desta tecnologia. Surge agora no contexto
atual a NANOTECNOLOGIA. Antes de tudo, a descoberta e manuseio de materiais de
carbono em escala nano, como o grafeno e nanotubos, ji garante muitas mudancas, ja que
estes novos materiais operam numa escala nano (10~ metros), mil vezes menor que a micro-
eletronica e antes de qualquer outra coisa, o simples fato de podermos reconstruir tudo da
micro eletronica, dez, cem ou mil vezes menor, ja é por se s6 algo revolucionario. No entanto,
além desta nova engenharia de dimensoes menores, os materiais nanos, principalmente os
que sao a base de carbono, apresentam propriedades incriveis jamais observadas em outros
materiais, tais como rigidez, leveza, propriedades elétricas, efeitos de escala, conforme vere-
mos adiante. Este pequeno resumo, apenas coloca a realidade da importancia de se estudar
e desenvolver nanotecnologia, mostrando em comparagao com as tecnologias anteriores, o
patamar no qual a nanotecnologia se encontra, possibilitando uma estimativa dos resultados

revolucionarios que ainda estamos por saber.

Em 1959, o cientista Richard Feynman prenunciou em um encontro da Sociedade Americana
de Fisica que, no futuro o homem seria capaz de manipular atomos e moléculas fazendo deles
o que bem entendesse. Seria como brincar com legos, utilizando atomos e moléculas como
pegas de construcao. Ele nao foi levado a sério por seus colegas na época, mas hoje em dia

Feynman é considerado o profeta da nanotecnologia que estda em franco desenvolvimento.

As nanociéncias estudam as propriedades dos dtomos e moléculas, enquanto as nanotecno-

logias desenham, criam, sintetizam materiais através do controle da matéria em nanoescala.

Podemos conceituar nanotecnologia como o conjunto de técnicas usadas para manipulagao
da matéria na escala nanométrica que dista de 107 m. Um nanometro equivale a um bi-
lionésimo do metro ou a milionésima parte do milimetro [4]. O dominio da nanotecnologia
encontra-se compreendido entre 0,1 e 100 nm. Para que tenhamos uma referéncia “macro”,
um nanotubo de carbono é em diametro aproximadamente 80 mil vezes menor que um fio
de cabelo.; um virus tem entre 20 e 300 nanometros. Nessa escala, os materiais manifes-
tam propriedades diversas das que exibem numa escala maior por consequéncia imediata da
mecanica quantica que adquire importancia ainda maior nesta escala. Por exemplo, proprie-

dades reativas, magnéticas, Opticas, elétricas e toxicas passam a ser diferentes dos materiais
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em macroescala. Um material como o carbono em nanoescala pode ser mais resistente que
um diamante devido as propriedades de suas ligagoes quimicas ou pesar muitas vezes menos
que o aco e ainda ter uma condutividade elétrica com minimas perdas pela transmissao a
distancia. Os cientistas, entusiasmados com essas novas propriedades, buscam exploré-las

em novos materiais e produtos [4, 5|.

Os processos nanotecnoldgicos podem ser aplicados praticamente em qualquer produto ma-
nufaturado, em toda a gama de setores industriais [5]. Pesquisadores estao empregando a
nanotecnologia para conseguir computadores mais rapidos, materiais mais resistentes, mais
leves, com maior durabilidade, e produtos inteligentes, tais como: drogas direcionadas para
células especificas, sensores que possibilitam monitoragao de processos industriais, agricolas,

etc.

Os nanotubos de carbono, objeto de estudo deste trabalho, que sdao de cinquenta a cem
vezes mais resistentes do que o aco e com 1/6 de sua densidade, terao aplicagoes em diver-
sos materiais para as industrias aeroespacial, construcao, automotriz, eletronica e outras.
Pesquisadores prometem computadores muito velozes e eficientes, e chips poderosos e redu-
zidos ao tamanho de poucos atomos. De forma basicamente especulativa, talvez pequenas
bactérias providas de sensores sejam capazes de consumir corpos de dgua contaminados por
metais pesados, ou descontaminar em tempo recorde a atmosfera terrestre. Combinando a
especulagao, nanocapsulas com sistemas integrados de sensores e aditivos revolucionarao as
industrias de lubrificantes, farmacéutica, filtros, etc. Outra promessa das nanotecnologias

sdo os sistemas para purificar 4gua e eliminar produtos poluentes [4].

Em definitivo, nanociéncias e nanotecnologias constituem um campo de pesquisa emer-
gente, considerado revolucionario, capaz de alterar significativamente as atuais condigoes de
producao e a vida cotidiana das pessoas. E, ao que tudo indica, tais mudancas caminharao
muito rapidamente. O Projeto Tecnologias Emergentes do Woodrow Wilson International
Center for Scholars, dos Estados Unidos, em seu inventario sobre produtos contendo nano-
tecnologias ja disponiveis no mercado, indicava a existéncia de 803 produtos em agosto de

2008.

Os efeitos sociais e economicos dessas novas tecnologias em nivel nacional e mundial serao,

sem duvida, de grande envergadura. As nanotecnologias tornarao obsoletas as tecnologias



1. Introducao )

concorrentes hoje existentes, podendo causar consequéncias desestabilizadoras para os paises
em desenvolvimento. Setores industriais poderao perder mercados, novas industrias poderao
ser desenvolvidas, havera mudancas nas matérias primas utilizadas, podendo afetar as ex-
portagoes de matérias primas naturais. Havera mudancas na quantidade e qualidade do

trabalho demandada pelos processos industriais [4, 5].

Em outra ordem de implicagoes, encontram-se os potenciais impactos para a saude e o
ambiente, que se assemelham a polémica sobre os transgénicos, exigindo uma atitude pre-
ventiva. Ainda nao existem regulagoes nacionais nem internacionais para avaliar a toxidade
das nanoparticulas, embora ja existam pesquisas alertando sobre a questao. Também ha
preocupacao com a contaminacao do ambiente, pois nanoparticulas podem ser absorvidas
pelo solo, e depois entrar na cadeia alimentar [5]. As regulamentagdes e critérios de quali-
dade e seguranca dos produtos serao no futuro outro fator a afetar os mercados. Os paises
mais industrializados destacam-se nas pesquisas e producao de produtos nanotecnolégicos.
O Brasil destaca-se no nivel latino-americano, sendo o primeiro pais da regiao a ter um
Programa Nacional de Nanotecnologia (PNN). O PNN comegou a ser articulado no inicio
da presente década por iniciativa do Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e
Tecnol6gico (CNPq) e langado em 2005. Desde entao, vem se desenvolvendo iniciativas de
pesquisa, organizacao de redes de pesquisa e dotacao de infra-estrutura. O Brasil tem pro-
curado nao ficar de fora da corrida por esta tecnologia, e o governo comegou um esforco
conjunto nesta area em 2001, conhecido como Iniciativa Brasileira em Nanotecnologia, for-
mando uma rede de pesquisa cooperativa neste tema, que conta com a participacao de mais
de uma centena de instituicoes de pesquisa e ensino em todo o Pais. Dada a relevancia
outorgada a esta drea na agenda de pesquisa brasileira, assim como o carater revolucionario
dessas tecnologias, capazes de desencadear alteragoes importantes nas condigoes produtivas,
a investigacao das implicagoes para o trabalho e a qualificacao da forga de trabalho constitui

um aspecto relevante para o Pais.
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1.2 Abordagem Técnica

Nanotubos de carbono com paredes simples (SWCNTSs), grafeno e nanofitas de grafeno
(GNR) sao temas bastante proximos uns dos outros e configuram desafiadores problemas
de mecanica quantica numa superficie em duas dimensoes. Isto é, nanotubos de carbono,
grafeno e nanofitas sao um problema de muitos férmions submetidos a condi¢oes de contorno
dentro de uma geometria bidimensional. Toda esta fisica de nanomateriais tem sido objeto
de uma intensa investigagao recente devido ao seu grande potencial de aplicacao tecnolégica
no que diz respeito as suas propriedades eletronicas peculiares [6, 7, 8, 8, 9, 10, 11]. As-
sim, o estudo de nanomateriais abre oportunidsades para se tentar a criacao de dispositivos
em eletronica-6ptica, biologia molecular e filmes finos [6]. Particularmente, o estudo de
SWCNTs exige um tratamento de férmions (elétrons) sobre uma superficie cilindrica e ha,
hoje, métodos bem desenvolvidos de muitos corpos que propiciam tal estudo. Aqui, relaci-
onamos os principais: primeiros principios (ab initio [12]), Teoria do Funcional Densidade
(DFT) [3] e o mais simples, j& com divulgagao em nivel de livros texto, Tight Binding (TB)
[13]. Tais métodos sao capazes de descrever propriedades experimentais surpreendentes para
nanotubos de carbono. Tais quais, por exemplo, as de que um SWCNTSs pode resultar ser
metalico ou semi-condutor dependendo apenas da direcao na qual uma folha de grafeno seja
enrolada para fazer o cilindro (nanotubo). Outras aplicagoes importantes de tais métodos
dizem respeito a investigacao de gap de energia nas bandas de GNRs, hoje experimental-
mente acessiveis [12, 14]. Neste particular, em oposi¢ao ao modelo TB, célculos de primeiros
principios nao reproduzem GNRs metdlicas [12], enquanto o modelo DFT prediz oscilagoes

de gaps para pequenas larguras das nanofitas.

A folha de grafeno bidimensional é essencialmente um semicondutor sem gap (com nivel de
Fermi Er precisamente em FE = 0), com uma relacao de dispersao da energia cinética linear
dada por E = hvpk [15], onde k é o vetor de onda em 2D e vg é a velocidade de Fermi
(independente da densidade dos portadores de carga). O comportamento dos férmions na
folha de grafeno tem sido discutido dentro da Hamiltoniana livre H,, usando quatro diferentes

abordagens [16]:

e como férmions de Schroedinger Hy = p?/2mx*, onde m* é uma massa efetiva;
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e como férmions de Dirac sem massa Hy = vpdp, onde ¢ sao as matrizes de Pauli;
e como férmions ultrarelativisticos de Dirac, onde Hy = ¢d p;

e e como férmions quirais massivos com Hy = &p®/2mx*, onde & é uma matriz de pseu-

dospin descrevendo as duas subredes da rede favo de mel [10].

Nesta tese, usaremos a primeira abordagem quando discutirmos o problema de SWCNTs,
grafeno e GNRs do ponto de vista nao relativistico e a segunda quando nosso tratamento
para tais problemas for relativistico. Em ambos os casos, diante da complexidade de um
sistema com N elétrons na superficie de SWCN'T's, nao utilizaremos a interacao de Coulomb.
Suporemos os SWCNTs como sendo neutros, uma vez que a carga dos nucleos é igual em
magnitude a carga da densidade dos elétrons nao contribuindo para o funcional de energia;
remanescendo assim, como interacao dominante, o potencial efetivo entre dois elétrons con-
tribuindo para a ligacao dos elétrons na superficie. Nossos modelos sao baseados em teoria
de campos, cujas Lagrangianas contem acoplamentos entre campos fermionicos interagindo
apenas quando em contato, dependendo de uma constante de acoplamento . E um modelo
para elétrons quase-livres na superficie dos SWCNTs. Para aplicacoes, o valor de A devera
ter sido obtido para reproduzir um certo dado experimental bem estabelecido. No nosso
caso, exigimos que nossos modelos reproduzam a funcao trabalho do grafeno. Uma vez pa-
rametrizados, supoe-se que tais modelos efetivos, apesar de muito simples, descrevam varias
correlagoes existentes dentro da complexidade de um sistema de muitos elétrons. Na verdade,
em outras areas, muitos modelos com interagoes de contato (no espago de configuragoes, tipo
d de Dirac) tentaram descrever a fisica complexa de um sistema de muitos férmions. Apds
seus surpreendentes bons resultados, em funcao de sua simplicidade, tais tipos de interagao
mereceram estudos mais aprofundados, como por exemplo nas referéncias [17]. Tais auto-
res concluiram que sistemas de N férmions interagindo aos pares com interacao de contato
e com a energia de ligacao do estado fundamental calculados com uma aproximacgao tipo
Hartree-Fock carregam informacoes contidas na primeira ordem de um método de funcional
densidade (DFT) [18]. No entanto, torna-se muito dificil distinguir, a contribui¢do de uma
correlacao particular. Simplificando, é como se nestes modelos que usamos tenhamos um
funcional de energia de Hartree-Fock cujas partes cinética e de interacao dependam apenas

da densidade mas de uma forma na qual os detalhes das interacoes elétron-elétron ja se
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encontrem absorvidos no modelo. Agora, apresentaremos o formato de apresentacao desta

tese.

No Capitulo 2 descreveremos a abordagem do elemento carbono em sua forma crista-
lina hexagonal (grafeno), resumindo suas propriedades geométricas de rede e de interagoes
eletronicas. Apds esta descricao, apresentamos, por uma questao de completeza, o mo-
delo tight-binding para esta rede, descrevendo alguns resultados, dentre eles a estimativa
da velocidade de Fermi, parametro a ser considerado nos modelos seguintes, justificando
a inspiracao para uma abordagem relativistica no estudo das propriedades eletronicas do
grafeno. Em seguida, partiremos do grafeno para a determinacao da estrutura e das propri-

edades geométricas dos nanotubos de carbono de paredes simples- (SWCNTs).

No Capitulo 3 é feita uma revisao de toda a fundamentacao para descricao dos mode-
los. Assim, apresentamos a equacao de Dirac partindo de uma analise da equacao de Klein
Gordon e suas dificuldades na interpretacao da conservacao da probabilidade. Resolve-se a
equacao de Dirac para particula livre em coordenadas esféricas e cilindricas, servindo esta
ultima como base para melhor entendimento dos spinores nestas coordenadas quando fizer-
mos uma abordagem relativistica do problema. Com intuito de generalizar futuramente o
formalismo para temperatura finita, fazemos uma descricao da estatistica quantica para o
uso de integragao funcional em mecanica quantica de muitos corpos, construindo uma anélise
para o potencial efetivo. Para melhor descrever esta perspectiva, em andamento, apresenta-
mos o formalismo de Matsubara com a utilizacao de tempo complexo. Como aplicacao para
temperaturas finitas fazemos uma discussao sobre o modelo de Gross-Neveu com a quebra

espontanea de simetria, naturalmente exibida pelo modelo.

No Capitulo 4, numa primeira parte, apresentamos uma abordagem nao relativistica base-
ada no modelo que inspirou este trabalho. Como acima mencionado, este modelo, baseado
em teoria de campos, utiliza um acoplamento entre os campos fermionicos como sendo pon-
tual e dependente de uma constante de acoplamento A\. Na verdade, tal abordagem é bem
diferente daquela tratada via aproximacao de tight-binding onde os elétrons aparecem como
presos nos pocos de potencial dos dtomos de carbono. No modelo que apresentamos, por se
tratar de um problema de muitos corpos nao relativistico, escolheu-se uma densidade La-

grangiana cujas equacoes de movimento obtidas através das equacoes de Fuler-Lagrange para
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campos conduzissem a uma equagao do tipo Schroedinger. Isto posto, o método de segunda
quantizacao foi utilizado e posteriormente, por se tratar de férmions, a anti-simetrizagao da
fungao de onda foi realizada de forma usual pelo formalismo de Hartree-Fock (Apéndice C).
Na segunda parte deste capitulo estendemos esta abordagem com novos resultados que per-
mitem um melhor entendimento da contribuicao da energia de superficie, tanto para férmions

sobre uma superficie cilindrica quanto para um plano.

No Capitulo 5 apresentamos nossa proposta para um modelo efetivo, relativistico, para
descricao de SWCNTs e GNRs. O modelo, de campo médio e com temperatura nula, foi
resolvido analiticamene resolvendo-se uma equagao tipo Schwinger-Dyson para um loop, equi-
valente a aproximacao de Hartree-Fock. Este modelo foi apresentado de forma detalhada e
extensa, contendo toda sua construcao termodinamica. Ao se considerar relativisticamente
o problema, surgiu de forma natural a possibilidade para gerar massa dinamicamente, po-
dendo tal mecanismo ser associado a abertura de gaps em GNRs. Tais gaps que calculamos
para GNRs foram comparados com dados experimentais recentes e com calculos sofisticados
do formalismo DFT. Em ambas as comparacoes pode-se com seguranca, considerar nossos
resultados tedricos, em funcao da simplicidade de nosso modelo, como bons. Apresentamos

também resultados para SWNTs.

No Capitulo 6 apresentamos a fase inicial de uma nova modelagem para estender nossos
estudos, até entao efetuados para temperatura nula, para o caso de temperatura finita. Para
tanto, iniciamos com o modelo efetivo, também baseado em teoria de campos, de Gross-Neveu
[19]. Tal modelo é bem discutido na literatura em uma dimensao vislumbrando aplicagoes
em poliacetilenos. Neste capitulo, fazemos seu estudo em (2+1), colocando-o pela primeira
vez em coordenadas cilindricas, tendo como perspectiva sua investigacao para SWCNTS.

Resultados preliminares sao apresentados.



Capitulo 2

Nanotubos

2.1 Hibridizacao do Atomo de Carbono

Os materiais baseados no carbono, assim como os clusters e moléculas sao considerados tinicos
por algumas razoes. Uma delas é atribuida as possiveis configuragoes dos estados eletronicos
do atomo de carbono. O carbono é o primeiro elemento do grupo IVA da tabela periddica, o
que significa que no seu estado basal a sua configuracao tem dois elétrons fortemente ligados

no nivel (1s?) e quatro elétrons na banda de valéncia (2s? e 2p?).

De todos os elementos do grupo IVA, somente o carbono pode ter configuracoes sp', sp?

e sp® e isto se deve ao fato deste ser o tinico 4tomo deste grupo que nao contém elétrons
internos tipo p. No caso do Si e do Ge, a interagao entre o orbital de valéncia p e os elétrons
internos tipo p, aumenta a energia da configuracao sp?. Estes dois elementos apresentam
essencialmente hibridizacao tipo sp? e isto pode ser a razao pela qual os compostos organicos
nao sao feitos de St e Ge. Porém, hoje em dia a quimica orgéanica do Si tem se tornado um

campo de pesquisa muito ativo [20].
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2.2 Estrutura do Grafeno

A estrutura cristalina do grafite consiste de atomos de carbono ligados formando uma rede
hexagonal planar, cada uma dessas empilhada sobre as outras, formando assim uma estrutura
tridimensional (Figura 2.1). Cada dois planos adjacentes se encontram deslocados de tal
forma que um atomo do primeiro plano encontra-se no centro do hexagono do segundo
plano. Podemos entao definir um plano basal ab e um eixo ¢ na direcdo em que os planos

estao empilhados. A distancia minima entre dois atomos de carbono no plano basal ag é

1,42 A.

O parametro de rede ao longo do eixo ¢ (¢g) é 6,71 A e a distancia entre dois planos adjacen-
tes co/2 é 3,35 A. E essa estrutura que faz com que o grafite seja um material anisotropico,
apresentando um comportamento semi-metélico no seu plano basal (ab) e baixa condutivi-

dade elétrica ao longo da direcao axial c.

Pelos dados de sua estrutura cristalina, podemos observar que a distancia entre dois pla-
nos adjacentes é mais que o dobro da distancia entre dois atomos vizinhos localizados no
mesmo plano basal. Sendo assim, podemos considerar que as interagoes entre atomos de
diferentes camadas sao pequenas se comparadas com as interagoes entre atomos do mesmo
plano. Assim, para estudarmos as propriedades eletronicas do grafite podemos utilizar uma
aproximagcao onde substituimos a estrutura tridimensional do grafite (grafite 3D) por uma
estrutura bidimensional (grafite 2D ou grafeno) que se estende ao longo do plano ab como

na Figura 2.1.

~_

Plano basal ab

Figura 2.1: Distribuicao das camadas de grafeno
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Observando um dos planos do grafite podemos definir a célula unitaria como envolvendo dois
atomos cuja distancia entre eles é ag. A célula unitaria no espaco real esta representada na

Figura 2.2 pelo plano formado pelos pontos ABCD.

Figura 2.2: Rede de colmeia que descreve a superficie do grafeno, juntamente com a descricdao

da célula unitdria, vetores da rede ay, as e plano cartesianos.

Os vetores da rede de Bravais, conhecido como vetor chiral é dado por:
C;, = na; + mas. (2.1)

Os vetores a; e as sao vetores unitarios da rede hexagonal no espago real, podendo ser

expressos em termos das coordenadas cartesianas (z,y):

a; = <£,1>a a; = (ﬁ,—l)a (2.2)
2 2 2 2

onde |a;| = |ag| = a = v/3ag = 2,46 A. Podemos definir também a primeira zona de Brillouin
para o grafite bidimensional. Observa-se pela Figura 2.3 que a rede no espago reciproco do

grafite é também uma rede hexagonal. Nela podemos definir o vetor K como:

K= mlbl + m2b2 (23)
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Os vetores base da rede reciproca podem ser escritos em funcao do plano cartesiano da forma:

1 V3)\ 4r 1 V3\ 4r
b1:<§’7)ﬁ ;b2:<§7_7>ﬁ (2-4)

Para a rede hexagonal reciproca do grafite, definimos os trés pontos de alta simetria I', K e
M, Figura 2.3. A relagao de dispersao para o grafite 2D ¢é calculada ao longo do perimetro

do triangulo formado por esses trés pontos.

Y

Figura 2.3: Pontos de alta simetria na primeira zona de Brillowin do grafite.

2.3 Solucao do tight-binding para o grafeno

O estudo da estrutura de bandas de um material é fundamental para descricao do seu com-
portamento eletronico ou mesmo de transporte. Ela informa como por exemplo, quais sao
os valores permitidos de energia para o sistema. Manusear com estruturas cristalinas em
escalas muito pequenas (nanométricas) nos leva a uma abordagem nao relativistica em que
precisaremos resolver a equacao de Schrodinger para muitos corpos, o que torna o problema
atualmente inviavel do ponto de vista computacional, uma vez que, deveria-se incluir, no ope-
rador hamiltoniano, as energias cinéticas dos elétrons e dos nicleos bem como, as interacoes
elétron-elétron, elétron-nicleo e nucleo-nicleo. Para enfrentar este problema, diversas apro-
ximagoes se mostraram eficientes como é o caso da aproximacao de Born-Oppenheimer e

método de Hartree-Fock (ver apéndice C), o primeiro considera o nicleo “parado” em relagao
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ao elétron, o que torna um problema predominantemente eletronico, podendo-se entao, bus-
car os valores permitidos de energia para o sistema. Outro método muito utilizado é o
tight-binding[21] em que h& uma aproximagao de primeiros vizinhos, o qual é um instru-
mento importante para a descricao de sistemas envolvendo um grande niimero de atomos
que se mostra muito util para maioria dos materiais a base de carbono, para os quais os
elétrons dos orbitais P, determinam a mobilidade de carga e outras propriedades destes

materiais.

Nesta segao, abordaremos os estados eletronicos no grafeno, calculando seus orbitais para
os atomos isolados. Supoe-se que, nesses orbitais, os elétrons estao fortemente ligados aos
nicleos atomicos da estrutura cristalina. Isso significa que os elétrons ficam praticamente
confinados numa regiao de dimensoes lineares pequenas, em comparagao com as distancias
inter nucleares, o que nos permite fazer aproximacoes para um potencial periddico de curto
alcance em torno dos nucleos atomicos. Este conjunto de aproximacoes, é denominado
de tight-binding approzimation[21, 22]. A fungado de Bloch do elétron no cristal satisfaz a

seguinte equagao de Schroedinger:
R =, -
o 47| ) = BB, 25)

em que v(7) é o potencial cristalino. A ideia central do tight-binding é aproximar 1z () por
uma combinacao linear de orbitais dos atomos que compoem o cristal. Essa abordagem é
chamada de LCAO (linear combination of atomic orbitals)[23]. Como mencionado anteri-
ormente, o carbono é o primeiro elemento do grupo IVA da tabela periddica, que significa
que seu estado basal tem dois elétrons fortemente ligados no nivel (1s%) e quatro elétrons na

banda de valéncia (1s% e 2p?). O grafrite, possui as seguintes caracteristicas:

e Hibridizacao sp?;
e Estrutura hexagonal (folha de grafeno);

e Anisotropia (planos de grafeno).

O esquema estrutural para hibridizagao (sp?) do grafeno, é apresentado na figura a seguir
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SCHEMATIC VERSION OF
SP2 HYBRIDIZED CARBON

GOrhital

.75 Orbital

e’

Figura 2.4: http://www.asbury.com/Table/Introduction-to-Graphite/
Os orbitais o se hibridizam formando as ligagoes da rede hexagonal, veja figura a seguir

Schematic representation of Pi bonding
parallel to the “a” plane of graphene layer
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Figura 2.5: http://www.asbury.com/Table/Introduction-to-Graphite/

Quando varios atomos de carbono sao colocados em forma de cristal, cada ligacao adquire
uma dispersao de banda de energia. A andlise a seguir, limita-se para estrutura de banda que
se origina a partir do orbital P,, que é o principal parametro para contribuicao da dispersao

de colagem dos planos de grafenos para formar o grafite e sao chamadas de bandas 7 e 7*.
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As funcgoes de onda dos orbitais de valéncia sao:

\Ill = %w% + \/%%m
orbital o § W, = L4y, — \/Léwsz + \/L§¢2py (2.6)
\113 = %w% - \/ngsz - \/Liwmoy

orbital m{WUy = 1), . (2.7)

Dividiremos a estrutura hexagonal da rede do grafeno, em duas sub-redes A e B, como na

figura

Figura 2.6: Vetores de base nas sub-redes A e B para o grafeno

-1
onde os vetores aj e a; foram dados em (2.4) e T = 3 (@, + dy) e |T] = 3a.

Abordaremos a modelagem do tight-binding para o orbital (Py,, = P,) e estudaremos a
estrutura da banda m. O vetor chiral, equagao (2.1), localiza os atémos na sub-rede A e
consideraremos apenas a interagao destes atomos com os primeiros vizinhos, de forma que
os vetores que localizam os trés vizinhos mais proximos (sub-red B) de um dado atomo da

sub-rede A, sao

!

0 =7+ d (2.8)
52 = 7_"+ _’2 (29)

w
I
Ju
—~
N
—_
(e
~—
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ou

5 = 5L V3), by = 5L —V/3) e b5 = 5 (=1 0). (2.11)

A Hamiltoniana do modelo tight-binding para uma interacao forte de primeiros vizinhos para

folha de grafeno pode ser dado por

0= Y [\éxéwﬂ + |R)(R + &3] + | R)(R + 03|
R

—

+ |R+ & )MR| +|R+ 0:)(R| + |R + 6)(R||, (2.12)

onde t é “salto integral” de um estado semelhante para outro adjacente. Fazendo as substi-

tuicoes, teremos

H:—tz
i

|RV(R + 7| + |R)(R + 7+ di| + |R)(R+ 7 + a3| + | R + 7)(R]

+ |R+7+a)(R|+|R+7+a)(R||. (2.13)

Os argumentos de simetria que utilizamos para a distribuicao dos orbitais do grafeno, sao
suficientes para truncarmos os sistema de orbitais para o estudo apenas do orbital P,, como
foi citado anteriormente,levando ao estudo sobre a banda 7 proximo ao nivel de Fermi. Uma

vez que existem dois atomos na célula unitaria, podemos formar duas funcoes de Bloch

de modo que

|B) = alkA) + B|kB), (2.14)
com a condigao de normalizagao |a|? + |3]* = 1.
Para escrever (2.13) na base dos momentos, devemos fazer

(KA|H|kA) (kA|H|kB)

HEy = """ lf o (2.15)
(kB|H|kA) (kB|H|kB)
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os clementos da matriz diagonal serao nulos (kA|H|kA) = (kB|H|kB) = 0. O Hamitoniano

sera entao

~ 1 i"_ N, T g 1 i_‘- o iﬂ’-aﬁz i g
= =30 |5 S RO DRANF B+ 5 30 3 P ) (Bl +
R E K E K

1 GBI —F) ka3 T AN 3 1 iR (=) |7\
+NZZ€ e ]kA><kB\+NZZe kB (K Al+
k K’

koK

NZZ TIRER B EB) (Al 4+ +- ZZWR FReFREB) (7 Al (2.16)

Usando a relacao

1 BRI —F -
Nze’“’f B = 5K — k), (2.17)
R

que torna

H=—tY" (1 +eifai | ek) FAY(EB]| + (1 t et e—“?-@) EB)(FA||. (2.18)

k
Escrevendo o Hamiltoniano em termos dos vetores d; e @, com k= (kg, ky), teremos
Bl JURV. THDRA IR
_ _tz{ 14 o) | e Phm)] s
f V3 - —
T [1 1 ¢ (k0= ha) . mif3hnot g k)] |kB><kA|} (2.19)

ou

|k A)(kB|+

ﬁ:—t%:{

- 3
1+ 2¢3%200 ¢og (%—kyag>

, 3
1+ 2e~i2kw00 g (ik:yao)

2

+

|EB><EA|}. (2.20)
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Na forma matricial obtemos

) . . 0 1 + 2¢i3kea0 cog (%gk:yao) |]ZA>
= _
t%: |:<]€A| <kB|] 1+ 2€—i%kza0 CcoSs (\/Tgkyao) 0 ’EB)
(2.21)

Resolvendo a equacao de autovalor, det (sf — fl) = 0, teremos

~ 3 - 3
e? =t { 1+ 2¢i2kea0 cog <§kya0) 1+ 2e~i3k2a0 cog (%kya())] } (2.22)

exy==x,|t|1+4cos (gkxa0> cos (?kyao> + 4 cos? (?kyao)

que é a equagao para dispersao da banda da folha de grafeno (cristal em 2D) que estd plotada

ou

(2.23)

Y

no grafico a seguir

E(K)

Figura 2.7: Energia de Fermi do grafeno para o modelo tight-binding com interacao entre os

primeiros vizinhos (http://oer.physics.manchester.ac.uk/)
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Um dos parametros principais que justifica a utilizacao de uma abordagem relativistica é
sem duvida o valor da velocidade das particulas envolvidas no processo fisico em questao.
Estamos interessados em estimar a partir da modelagem do tight-binding, a velocidade de
Fermi na folha de grafeno, para entendermos o relevancia desta velocidade na necessidade

de uma abordagem relativistica dessa estrutura. Seguimos com o quadrado da energia, dada

,- 3 , 3
2 =¢? { 1 + 2¢'3529 cog (%kyao) 1 + 2e 5= cog (%ky%)] } : (2.24)

para o caso de € anular-se, devemos ter o primeiro ou o segundo termo entre parénteses da

por

equagao (2.24) igual a zero, o que nos fornece

, 3
1+ 9e~12kra0 g (g%%) =0

3 .
2 cos (%_kyao> = —¢iakea0,

Aplicando a férmula de Euler, obtemos

2 cos (?kyag> = — {cos (;kxa(]) + ¢ sin <;kma0)] )

Desta obtemos duas equacoes

2 cos (?kyao> = —cos (gkxao) (2.25)

sin (gkmao) =0. (2.26)

ou

Note que (2.25) é satisfeita somente se

3 2
—kyag =nm for n=0,+1,+2,... ou k,=—nm. (2.27)
2 3&0
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Se substituirmos k, em (2.26), obtemos

2 cos (?kyao> = —(=D)"=(-D)"" ou cos (\?kyao> = (_1—2)"+1 (2.28)

Para n = 0 temos
2 2
ke =0  ou k=4t (—) . (2.29)
Para n = +1 temos

2 2T 1
k,=4+— b =4+ | — . 2.30
3610 ou v 3&0 <\/§) ( )

Podemos escrever agora os vértices na rede reciproca, que sao denominados de pontos K de

Dirac

2 2

(ko) = o <O,j:%) and (ks ky) = % <:t1,:t%> | (2.31)

Tomando novamente o quadrado da energia,
e = 2 [ (14 e B3 (1 oty o) | (2.32)

estamos interessados em estudar o caso limite em que a energia tende a zero, isto é, que

definiremos o vetor 0k = k — K, onde 6k = (0ky, 0ky) e K ¢ o vetor dado por K =

2r (1, L) correspondente a um dos vértices do hexdgono no espaco reciproco. Substituindo
3a0 \ 77 V3 )’

este fato em (2.32), obtemos
22 2 [(1 | it (R+E) | eia}-(&EH?)) (1 | eidi-(R+R) | e—z‘@-(ék+K)>] (2.33)
ou

£ — 42 [(1 | gidi R giai-K | ema.alzeiaa-f?> (1 | ok —idi K e—ma.aEe—iaakﬂ L (2.34)

Agora vamos usar a férmula de Euler para os termos contendo o vetor K e expandir os

termos que envolvem o vector 0k até a primeira ordem. Este procedimento nos leva a

62:t2{[1+ (Z 32_1> (1+m§-51€> + (#) (1+m}61§)] x
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x [1 + (#) (1 i - 512) + (i\/i_ 1) (1 i - 51%')] } (2.35)

Com um pouco mais de algebra, obtemos

1 V3 f i - V3 S V3L o
2_ - _ = R _ v VY-
et = {[1 5 2+z 5 ) 2@2 ok 2a2 5k — -0k + 5 01 ok | x
1 ) — — —
x[l ————— z§+¢§+%@ 5k—§a3-5k+%aq 5k+§q-5k” (2.36)

9 9 .
=1 a2t? [(0k,)? + (0k,)?] = Zagﬂ(sm?. (2.37)
Portanto,
3 d
€= i§a0t|5k| (2.38)
que por uma analise dimensional identificamos que vy = ‘%’agt é a velocidade de Fermi.

Temos que ag ~ 1,42 A e t &~ 2,7 ev, inicialmente foi tomado a simplificacdo de i =m = 1,

recuperando as unidades, temos que a velocidade de Fermi é dada porque

3
vp = ﬁaot, (2.39)
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a constante A nas dimensdes de [ev, s], elétron volt e segundos, respectivamente, é dada por

h = 0,66 x 10~ *ev.s e portanto obtemos

5,7510710

w 10-15

8,7 x 10°
C

300°

Q

UF

Q

Q

(2.40)

/ 2
.. . . v . .
Para relatividade restrita, a raiz 4/ 1 — —, representa a quantidade que correlaciona eventos
c
relativisticos e nao relativiticos, sendo igual a 1 para baixas velocidades v. Para a velocidade

que encontramos, teremos

Vg
1
p— 1 _—
3002

Q
—

(2.41)

Esse resultado leva a crer que nao existe uma justificativa para uma abordagem relativistica,
em relacao a velocidade de Fermi que é considerada pequena frente as dimensoes que geram
situagoes em que uma abordagem relativistica se faz necessaria. Nossa motivagao esta princi-
palmente na dispersao da energia, de acordo com a figura (2.7), que exibe uma configuragao

natural dos cones de Dirac, ou seja, uma dispersao linear de energia.

Com esse resultado, naturalmente muitos sao levados a pensar inicialmente que a veloci-
dade dos elétrons na superficie do grafeno que é aproximadamente a mesma na superficie do
nanotubo, nao justifica a necessidade de uma abordagem relativistica, no entanto, faremos
essa abordagem inspirados nas distribuigdes das estruturas de bandas 7 (figura (2.7). Ao
se considerar relativisticamente um problema que estudard propriedades eletronicas na es-
trutura do grafeno, nao se trata apenas da busca de uma dispersao linear para a energia de
particula independente que é verificada experimentalmente nos pontos K, ao se analisar a
estrutura de bandas no grafeno. Trata-se também de se obter um modelo que seja capaz de
gerar massa (gap) dinamicamente , que tem sido observada tanto para nanotubos de paredes

simples, como para nanofitas de grafeno [24, 25, 26, 2, 12, 14].
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2.4 Nanotubos de Carbono

Nanotubos de carbonos sao nanoestruturas tinicas com propriedades mecanicas e elétricas
notaveis. Essas moléculas sao as mais fortes, flexiveis e resistentes a tensoes que ja foram
produzidas. Além disso, podem ser simultaneamente excelentes condutores, tanto de calor

como de eletricidade.

Uma forma simples de gerar um nanotubo consiste em enrolar folhas de grafeno na forma de
cilindros com diametros da ordem de um nanometro (1072 m). Estes modelos apresentam
destacaveis potenciais como elementos basicos para um conjunto de dispositivos em nano

escala.

Os nanotubos sao também apropriados para estudar as relagoes entre estruturas atomicas
unidimensionais bem definidas e respectivas propriedades eletronicas. Através de microscopia
de varredura por efeito tiinel tornou-se possivel revelar as estruturas atomicas de nanotubos
de carbono de diferentes quiralidades. Além disso, tais estudos tém permitido exames de
interessantes fenomenos quanticos associados a tubos de comprimentos finitos com aplicacoes

fundamentais em propriedades de transporte eletronico em nanotubos [27].

A descoberta dos fulerenos de carbono em 1985 foi fundamental para definir o caminho
que a pesquisa em novos materiais tomaria a partir daquela data. Até entdao, estudava-se
carbono na forma de cadeias lineares, diamante e grafite. O que o grupo de Curl, Smalley e
Kroto [28] fizeram, valendo a esses trés o prémio Nobel de Quimica em 1997, foi propor uma
nova forma para estruturas de carbono, apropriada para a interpretacao do experimento dos
autores com aglomerados desse elemento. Lembrando os domos geodésicos construidos pelo
arquiteto americano Buckminster Fuller, essa nova forma consistia em estruturas fechadas
nas quais atomos de carbono ocupavam vértices de hexagonos e pentagonos. Nesse modelo, o
aglomerado obtido com maior abundancia, com 60 atomos de carbono, tinha uma estrutura

idéntica a uma bola de futebol, e passou a ser conhecida como buckyball.

Mais tarde, em 1991, ao tentar otimizar a técnica de obtencao de fulerenos, S. Iijima [29]
observou a formagao de estruturas de carbono tubulares e multicamadas que se formavam a

partir da passagem de uma descarga elétrica entre dois eletrodos de grafite. Os nanotubos
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de carbono, como passaram a ser chamados, encontraram um terreno fértil, e o experimento
de Iijima marcou o inicio de intensa atividade de pesquisa concentrada nesses compostos.
Para entender o porqué, ¢é 1util usar primeiramente uma construcao geométrica, na qual os

nanotubos sao vistos como o resultado do dobramento de folhas de grafeno.

O grafeno é uma folha planar de 4tomos de carbono em ligacao sp? densamente compactados
e com espessura de apenas um atomo, reunidos em uma estrutura cristalina hexagonal (favo

de mel) Figura 2.8.

Figura 2.8: Estrutura das ligacoes do carbono no grafeno

O grafeno é bastante abundante e de estrutura significativamente estavel e resistente, ele
pode ser a chave para a producao de transistores de apenas 0,01 pum, indo além do limite
tedrico de 0,02 um, pelo qual os transistores possuiriam apenas dois ou trés atomos de
espessura e poucas dezenas de dtomos de comprimento, aproximando-se dos limites fisicos

da matéria.

H4& varias maneiras distintas de se dobrar as folhas de grafeno, cada uma levando a um tipo de
nanotubo. O curioso é que as propriedades eletronicas de um nanotubo dependem fortemente
desses aspectos geométricos [30]. Os nanotubos podem ser caracterizados por diversos tipos
mediante sua forma topoldgica de enrolamento bem como na forma da distribuicao dos

vetores chirais. Iremos estudar para nosso modelo os nanotubos de paredes simples.



2.4. NANOTUBOS DE CARBONO 26

2.4.1 Nanotubos de Carbono de Paredes Simples - SWNCT's

A maioria dos nanotubos de parede simples (SWCNTs) tém um diametro de cerca de 1
nanometro, com um comprimento do tubo podendo ser milhoes de vezes maior. A estrutura
de um SWCNTs pode ser construida envolvendo um atomo de mesma espessura da camada
do grafite, chamado grafeno em um cilindro transparente. A forma como a folha de grafeno

é dobrada pode ser representada por um par de indices (n,m), chamados de ntimeros chirais.

Os ntimeros inteiros n e m denotam o nimero de vetores unitarios ao longo das duas direcoes
na estrutura cristalina do favo de mel do grafeno. Se m = 0, os nanotubos sao chamados
de zigzag. Se m = n, os nanotubos sao chamados de armchair. Caso contrério, eles sao

chamados de chiral (Figura 2.9).

2.4.2 Nanotubos de Paredes Miiltiplas - MWNT

Consistem em vdrias camadas de laminados (tubos concéntricos) de grafite. Existem dois
modelos que podem ser usadas para descrever a estrutura dos nanotubos de paredes. No
modelo Doll russo, folhas de grafite sao dispostas em cilindros concéntricos, por exemplo,
um nanotubo (SWNT) de parede tnica (0, 8) dentro de um nanotubo de parede tnica (0, 10)
maior. No modelo de pergaminho, uma tunica folha de grafite é enrolada em torno de si,
assemelhando-se um rolo de pergaminho ou de um jornal enrolado. A distancia interlamelar

em nanotubos de paredes (entre as camadas de grafeno) é cerca de 3,3 A.

Os nanotubos de paredes duplas (DWNT') sao importantes porque a sua morfologia e as
propriedades sao semelhantes as SWNT mas sua resisténcia aos produtos quimicos sao sig-
nificativamente melhoradas. Isto é especialmente importante quando é necessario o uso de
reacoes quimicas (isto significa interagoes quimicas na superficie dos nanotubos) para adicio-
nar novas propriedades para o CNT. No caso de SWNT, a interacao com reagentes quimicos
quebrarao algumas ligacoes tipo C' — C, deixando ”buracos’na estrutura do nanotubo, e
assim, modificando tanto suas propriedades mecanicas como elétricas. No caso de DWNT,
apenas a parede exterior é modificada. A sintese de DW NT foi proposta pela primeira

vez em 2003 [31] pela técnica de deposicao catalitica de vapor quimico (CVD), a partir da
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reducao seletiva de solugoes de 6xido de metano e hidrogénio.

2.5 Estrutura Geométrica dos Nanotubos de Carbono

Um nanotubo de carbono é uma molécula cilindrica e oca feita de uma camada singular
de carbonos ligados entre si numa configuracao sp?. O seu diametro é da ordem de poucos
nanometros e o seu comprimento pode chegar a véarios micrometros. Os extremos destes
tubos ficam fechados por estruturas tipo fulerenos [27]. O que garante uma minimizagao dos

efeitos de borda.

Como discutido acima, cada nanotubo é especificado pelo vetor chiral C;, que corresponde
a direcao de enrolamento da folha bidimensional de grafeno. Na Figura 2.2 é apresentada
a folha na forma de colméia de abelhas que representa o grafeno. Os eixos a; e a, fazem
um angulo de 60° entre si. Definiremos a origem para # = 0° na direcao de a;. Assim, um
nanotubo com vetor chiral na direcao de 6 = 0° é chamado de zigzag, aquele com um angulo
6 = 30° é um nanotubo tipo armchair, e todos os outros formados com um angulo chiral na

faixa 0° < 0 < 30° sao chamados de nanotubos chirais de acordo com a Figura 2.9.

O vetor chiral Cy, também conhecido como vetor de Hamada [32], pode ser expresso em

termos dos vetores unitarios no espago real a; e a; da Figura 2.2 da rede hexagonal.
Cy =na; +may = (n, m) (2.42)

A partir do vetor chiral (2.42) podemos descrever as propriedades geométricas dos nanotubos

de paredes simples. O diametro do nanotubo, d, é descrito pela equacao

|Chl Vn?2+m?+nm
s s

d (2.43)

A constante a é denominada constante do grafeno,(a = v3ag = 2,49 A) e ag = 1,42 A é
a ligagao C' — C' em nanotubos de carbono. A expressao do angulo chiral 6§ em fungao de
(n,m) é dada pela equagao:

CLay 2n +m

cosl = =
ICrlla1]  2vn2+m2 +nm

(2.44)
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Figura 2.9: a) O vetor chiral € dobrado, enquanto o vetor de transla¢ao fica em linha reta
para (n,0); b) Zigzag (n,0); ¢) O vetor chiral é dobrado, enquanto o vetor de translagao fica

em linha reta (n,n); d) Armchair (n,n); €) n e m podem ser contadas no final do tubo (m,

n); f) Quirais (n,m).

onde 6§ = 0° e # = 30° correspondem aos nanotubos zigzag e armchair respectivamente,

como fol mencionado anteriormente.

Assim, um nanotubo do tipo armchair (Figura 2.9-d) é sempre metalico, enquanto um do
tipo zigzag (Figura2.9-b) pode ser metélico ou semicondutor. Tamanha versatilidade em

suas propriedades dé aos nanotubos um grande potencial de aplicagao em nanotecnologia.

Em resumo, os SWCNT's podem ser definidos pelos diferentes coeficientes (n,m):
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a) Armchair n=m, Cj,=(n,n), 0=30°
b) Zigzag m=0, Cj=(n,0), 6=0°
¢)  Chiral n#m, 0°<10]<30°

Além do vetor Cy,, a célula unitaria é delimitada por outro vetor, paralelo ao eixo do tubo
e perpendicular ao vetor chiral, denominado vetor de translagao (T). O médulo do vetor de

translacao define o periodo translacional ¢ ao longo do tubo.

O vetor T é o vetor que liga o dtomo de origem (dtomo O) ao primeiro atomo cristalografi-
camente idéntico na rede hexagonal. Ele pode ser escrito em termos dos vetores bases a; e

Ao COIMO.
T = t1a1 -+ t2a2 = (tl s tz) (245)

Sendo T e C;, perpendicular é facil ver que:

C,T=0 (2.46)
Podemos assim definir os indices t; e ta:
(2m+n) (2n +m)

1 N, 2 Ny (2.47)

Sendo Ni o méximo divisor comum de (2m +n) e (2n + m).

O ndmero de hexagonos de uma célula unitaria pode ser determinado, dividindo-se a area

da célula unitaria do nanotubo pela area do hexagono. Assim:
C,xT 2 2

h _ (n® +m* 4+ nm) (2.48)
a; X az NR

Sendo N o nimero de hexagonos. Como cada hexagono na estrutura do grafeno possui 2

N =

atomos distintos, a célula unitaria do nanotubo tem 2/N atomos de carbono.

A regiao delimitada pelos vetores Cj, e T (regido cinza da Figura 2.2) corresponde a célula

unitaria do nanotubo.

A diregao do vetor chiral é dada pelo angulo chiral (#) que é definido como o angulo entre
o vetor a; e o vetor Cy,. O angulo chiral pode ser facilmente calculado a partir de relacoes

trigonométricas e pode ser expresso em termos dos indices (n,m) como:

eztgl( S ) (2.49)

m + 2n




Capitulo 3

Fundamentacao Teorica

Neste capitulo, descreveremos as fundamentacgoes tedricas para os modelos que serao descri-
tos nos capitulos seguintes. Iniciaremos por uma revisao da formulacao e propriedades da
equacao de Dirac, sua interpretacao a luz da mecanica quantica, solucao na base da ondas
planas e solucao da equacao de Dirac em coordenadas cilindricas, sugerida pela geometria do
problema principal, que é o estudo dos nanotubos de carbono de paredes simples. Na secao
seguinte, abordaremos de maneira resumida a quebra espontanea de simetria, antecedendo
assim o modelo de Gross-Neveu como um exemplo de quebra espontanea de simetria. O mo-
delo adiante , sera resolvido para geometria cilindrica. Faremos uma abordagem resumida
sobre integral funcional em mecancica quantica e a descricao do potencial efetivo para esta
teoria. Por fim, abordaremos o formalismo de Matsubara para temperatura finita. Toda
essa abordagem das ferramentas matematicas aplicadas a fisica serd base para descrigao e

solugao dos problemas propostos por esta tese.

3.1 A Equacao de Klein-Gordon

Da mecanica quantica elementar sabemos que a equagao de Schroedinger é

indy _ {—h—g \Val —H}(.f)} (7, 1), (3.1)
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que corresponde a uma energia nao relativistica que se relaciona com o operador da forma

~

r p -
EF=— . 2
S (@) (52)
Para qual
A~ a —
E=1ih—, p=—ih :
) 2% D 1hV (3.3)

Sao os operadores de energia e momento, respectivamente. Para que a velocidade assuma
qualquer v < ¢, obteremos uma equacao de onda relativistica. Iniciamos por considerar uma

particula livre com a relacao

2
E 2.2

——

P'pu=—5 —pp=mc, (3.4)

lembrando que z, = g, 2" = ct, —x, —y, —z para qual

1 0 0 0
o -1 0 o
Pl 1 S o
00 0 -1

9 o) o a9 0 B .
0 [0 9 9 2] . o]
P Zh@xu ih L’?(ctf 9z’ oy’ 8,2] ih { V} (po , D) (3.5)

ou de maneira condensada

21 =
|2 00 %] =n .7

onde — = 0,. Podemos obter agora a equacao de Klein-Gordon.

ox

Ppu¥ = m*v (3.6)

ou
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2.2 2 2
(D +7)‘I’:(§@ -0, =0, —0,”+ 2 )\I!:O (3.7)
A equacao de Klein-Gordon é de segunda ordem no tempo, o que cria dificuldades com o
postulado basico da Mecanica Quantica que diz que o estado de um sistema esta comple-
tamente determinado (inclusive em sua evoluc¢ao) se conhecemos a fungao de onda em um
instante qualquer. Além disso, a conservacao da probabilidade, expressa pela equacao da

continuidade

dp

o+ divj =0 (3.8)

é satisfeita para
1 * *
p=—(UoU —vou") (3.9)
c

j=c (\If*ﬁqf - \N\p*) , (3.10)

0 que gera as seguintes singularidades:

1. p pode ter qualquer sinal.

2. A equacao de Klein-Gordon nao é de primeira ordem no tempo.

Neste momento, a equagao de Klein-Gordon apresenta dois “problemas”. Primeiro, se nota
que a densidade de probabilidade p nao é definida positivamente, como na equagao de
Schrodinger. Outro problema é que ela fornece duas energias, uma positiva e outra negativa.

Para uma particula livre, cuja energia é constante isso é dificil de aceitar [33].

Por ser uma equacgao de segunda ordem, a Eq. 3.7 nao permite que fique bem definida a
questao da normalizacao da funcao de onda. Fock deduziu-a através da generalizacao da
equagao de Schrodinger para campos magnéticos (onde as for¢as dependem da velocidade).

Fock e Klein usaram ambos o método de Kaluza-Klein para deduzi-la. O motivo, s mais
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tarde entendido, da inadequacao desta equagao ao atomo de hidrogénio é que ela se aplica

bem somente a particulas sem carga e de spin nulo.

A fim de dar a equacao de Klein-Gordon uma interpretacao como uma equacao de amplitude
de probabilidade de uma unica particula ter uma determinada posicao, as frequéncias de
solugoes negativas devem ser interpretadas como descrevendo a particula viajando para tras
no tempo, para que elas se propaguem ao passado. A equagao com esta interpretagdo nao
preve o futuro a partir de hoje, salvo no limite nao relativistico, mas coloca uma restri¢ao
global sobre as amplitudes. Isto pode ser utilizado para construir uma expansao perturbativa
com particulas “zippin” para tras e para a frente no tempo, os diagramas de Feynman, mas
nao permitem uma simples descricao em termos de funcoes de ondas, uma vez que cada

particula tem o seu préprio tempo.

O que é necessario, entao, é uma equacao que deve ser de primeira ordem no espago e tempo.
Poderfamos ter formalmente a expressao relativistica para a energia E = cv/p? + m?c?,
substituir p pelo seu operador equivalente, expandir a raiz quadrada em uma série infinita de
operadores diferenciais, criar um problema de autovalores e, em seguida, resolver a equacao
formalmente por iteracoes. A maioria dos fisicos nao acreditava em um processo como este,

mesmo que fosse tecnicamente possivel.

3.2 Equacao de Dirac

Como a historia mostra, Dirac estava olhando para a lareira em Cambridge, pensando neste

problema, quando teve uma idéia de tomar a raiz quadrada do operador de onda
1 . .
V- =07 = (Aax +Bd, + CO, + - Dat) (Aagg +Bd, + CO, + - Dat) . (3.11)
c c c

Com A, B, C e D matrizes 4 x 4. Note que a equagao entre parénteses gera probabilidades
positivas p > 0. Procura-se: equacao relativistica de primeira ordem no tempo. Uma

expressao geral é:
) 1
(Oél« (933\1/ + Oéy ﬁylll + (05 8,2\1/ + 3 Bt (9,5\I/> = — 8t\11 (312)
c c

onde oy, oy, o, e 3 sao matrizes 4 x 4 e ¥ é uma matriz coluna de quatro elementos.
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Exemplo:
A B C D 0,V
E F G H 0, Vs
o U = (3.13)
I J L M 0, V3
N O P @ 0.V,
Em termos dos elementos de matriz a equacao é:
rme 1
Z (O‘:c)pggxwa + (ay)pgay¢a + (az)pgaz¢a + T(/B)pgat/l/jg = E lep- (314)

(e

Todos os elementos das a’s e de 5 devem ainda ser determinados. Para isso vamos impor a

condi¢ao que, para cada componente ¥,, valha a equagao de Klein-Gordon, ou seja,

1 m2c?
(v2 — —@2) U, =—0, (3.15)

A motivagao é a seguinte. Considere as equagoes de Maxwell (escritas no sistema CGS) na

auséncia de cargas e correntes:

V-B=0

V-E=0

G xB=_lo5
C

. L1

VXB:—atE
C

¢ um sistema de equagoes lineares, de primeiro grau, que mistura as varias componentes de

E e B. Tomando o rotacional da tltima e usando a pentltima, obtemos

= o o 1 9°B
ou
5 o o 51 o
V(V-B)-V?’B=—-0°B (3.17)
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que ¢é semelhante a

0?B; =0 (3.18)
para todo i. Obtém-se, de modo analogo, que

0?E;, =0 (3.19)
para todo i.

A teoria de Maxwell é relativisticamente invariante, e essas duas ultimas relagoes mostram
uma propriedade que essas equacoes devem satisfazer. Mas elas nao sao senao as equacgoes
de Klein-Gordon para o eletromagnetismo. Logo, justifica-se a exigéncia de que, para cada
componente a equacao de Klein-Gordon seja satisfeita. Resumindo, se ¥ é uma solucao da

equacao de Dirac, exigiremos que

2.2
(m? — mﬁf > T, =0 (3.20)

para todo p.

3.2.1 Interpretacao Probabilistica

Preliminarmente precisamos de uma interpretacao probabilistica. Gostariamos de ter
np=>y Wi, (3.21)
g

por ser esta uma quantidade positiva e que generaliza o p = |¥|? da teoria de Schrodinger.

Como

/ drp=1 (3.22)

(se a integral é sobre todo o espago), teremos

%/pd% =0= Z/d?’x (W)W, + W (0, V,)) (3.23)
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Da equagao de Dirac se tira

3
1 & .mc
Eat\I/U = — E ( E ongaxklllg —+ Z?Bpaqjcr) . (324)

o k=1

Inserindo esta na penultima,

3 .
0 = —c B [ S atw, 0,05 + s v,
S [ e (S G
i imc
0= —CZZ/d?’x (Z ok U0, U, + Tﬁgw;%) : (3.25)
o A k=1

de onde segue que

B;,\ - /BAU
k k
Aoy, = Qg

ou seja, 8 e as a’s sao hermitianas. Mais precisamente, temos que, com

P = Z‘II:;\IIJ

i = c(Traw)

onde @ é o vetor de componentes (o, ay, @), vale a relagio

8/) - —
— = 0. 3.26
g TVI=0 (3.26)

3.2.2 Determinacao das Matrizes de Dirac

Reescrevendo a equagao de Dirac como
me

. 1

(onde o primeiro termo representa uma soma sobre i) e multiplicado & esquerda pelo operador

@i+ 8 29, =0 (3.28)
h c
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temos, apds alguns cancelamentos,

. . 2 2
QIR T+ I B, + %Wamxp . mﬁ;

Tixj h

1
B0 — gaf\p = 0. (3.29)

Para que isto se reduza a

2.2
(m? _ mﬁ; > v, =0, (3.30)

devemos ter:

BF=a=1 (3.31)
{a", B} =0 = a'B+Ba' =0 (3.32)
{a", o’} = 2g" (3.33)
onde ¢g¥ é a métrica do espaco
1 0 0 0
. 0O -1 0 0
gv = (3.34)
0 0 -1 0
0o 0 0 -1

Dirac, que tinha acabado de envolver-se intensamente com a elaboragao das bases de Hei-
senberg da mecanica matricial, imediatamente compreendeu que estas condi¢oes poderiam
ser satisfeitas se a® e 3 fossem matrizes, com a implicacdo de que a funcao de onda te-
nha multiplos componentes. Este resultado explica imediatamente o aparecimento de duas
funcoes das componentes em funcao das matrizes de Pauli, antes fenomelogicamente pro-
posta da teoria do spin, algo que até entao tinha sido considerada misteriosa, mesmo para
o proprio Pauli. No entanto, é preciso pelo menos um espaco de matrizes 4 x 4 para criar
um sistema com as propriedades desejadas, de modo que a funcao de onda tenha quatro

componentes, e nao dois, como na teoria de Pauli.

As matrizes que satisfazem essas condicoes sao as matrizes de Dirac. A seguir estd escrita

uma das varias formas de representagao:
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0001
0010
al = : (3.35)
01 00
1 000
0 0 0 —g
0 0 7 0
o = ; (3.36)
0 — 0 0
¢t 0 0 O
0 0 1 O
0 0 0 -1
o’ = ; (3.37)
1 0 0 0
0 -1 0 O
10 0 O
01 1 0
B = ; (3.38)
00 -1 0
00 0 -1
que podem ser reescritas através das matrizes de Pauli
0 oF
af = : (3.39)
ok 0
onde k=1,2 e 3
I 0
8= (3.40)

0 -1
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3.2.3 Formulacao Covariante da Equacgao de Dirac

Queremos colocar a equacao de Dirac numa forma em que o tempo e as coordenadas

aparecam simetricamente. Para isso faz-se necessario a seguinte notagao:

i

X2

xs3

Xy

ict.

Assim, o invariante relativistico 2% + y? + 2% — ¢*t? é escrito x% + x5 + 2% + 23, ou z,2,, O

qual é o mesmo que

4
E Tply,.
p=1

A equacao de Dirac é:

. mec
'0p U+ ——
o0,V + 5

onde oﬂ% é uma abreviacao para
K2

2, L 0v
Za 8:62

i=1

1
B\IJ + —815\1/ — O,
C

Multiplicando a equagao de Dirac a esquerda por (—if3) e introduzindo a notagao

para k = 1,2, 3, temos

. U
o+ My 1 2% g
h (ic)

B

—ifBak
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ou
VD U+ %C\If — 0, (3.41)

com

Yy A = 29"

3.2.4 Corrente de Probabilidade

Seja ¥ uma solucao da equacao de Dirac. Definiremos
V() = Ul(z)y,. (3.42)
Entao, obtém-se da equacao de Dirac,
mc

(%MWVM - ?E = 0.

O quadrivetor densidade de corrente de probabilidade, j, = z@%\ll é tal que

1 =
Oppdp = - (@p + V]) =0, (3.43)

que ¢é a forma quadri-dimensional da equacao da continuidade.

3.3 Solucao da Equacao de Dirac para uma Particula

em Repouso

Para uma particula em repouso,
pk\lj = 07
onde py é o operador “componente £ do momento ”. Equivalentemente,

—ihe— =0
! axk
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para k = 1,2,3. Logo, para a particula em repouso,

10 0 0 Uy (t)
01 0 0 1y Ua(t) | me
00 -1 0 [z W4 (t) h
00 0 -1 W, (t)

Logo, para essas fungoes, podemos escrever

10 0 0 a

1fo1 0 o0 ppe—iBt _ T

icl 00 -1 0 h
00 0 -1 d

a a
E b ~me | b
hel _o | R c
—d d
Logo,

41
Wy (t)
Wy(t)
W | (3.44)
W,(t)
’ e P, (3.45)
d
(3.46)
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ou seja, as solucoes sao

6—%mc2t

o O of 2

Todas estas podem ser escritas como combinacoes lineares de

1
0 i
\Ijl(t) = e_ﬁm‘:%
0
0
e
0
1 >
\Ifg(t) — e*ﬁmc t
0
0

3.3.1 Solucgoes de Energia Negativa

Com os vinculos,

E = md
a = 0
b = 0

42

em (3.46), como se verifica facilmente. Logo, temos ainda como soluc¢oes as combinagoes

lineares
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0
0 i
Uy(t) = enme’t
1
0
e
0
O 7 2
\114(t) = en'm t
0
1

Note que se trata de solucoes correspondentes a particulas livres e em repouso. Além das

solucoes esperadas, com energia £/ = mc?, encontramos outras, totalmente inesperadas, com

energia de repouso dada por £ = —mc?.

3.4 As Solucoes de Ondas Planas para uma Particula

Livre

Counsidere o Hamiltoniano
H:caM-PqLBch

— h —
usando P = —V no hamiltoniano, temos
1

(—mcaﬁ + 5mc2> U(F,t) = ihd, U (7, 1), (3.47)

onde ¥(7,t) é um quadri-espinor

\Ill(r, t)
Uy (r, )
‘Ilg(r,t)

(r, 1)

\1]4 r,t

r,t

U(r,t) = (3.48)
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Propondo uma solucao da forma

W(r,t) = (r)e B
e substituindo em (3.47), temos que

[—iﬁc a -V + fme2| v(r) = By(r).
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Note que H é funcao de P, portanto [P, H] = 0. Entao, os autovalores p de P também sao

autovalores de H. Assim, podemos escrever uma solucao na base das ondas planas:

Yp(r) = “peip'r/h7
que resulta em

[c o P+ ﬁmcﬂ up = Bug.

Propomos a seguinte mudanca

Pp
Xp

Up:

onde ¢p, e xp sao matrizes 2 x 2.

Continuando, teremos

mc*  co,p % |\ [ £ O bp

co,p —mc? Xp 0 0 Xp
ou

E—mc*  —co,p bp 0

—co,p E+mdc? Xp '
Continuando,

(E — ch) ¢p —coy-PXp = 0
—co, pop + (E+mc®) xp =0

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)
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e assim obtemos

co, - P

o = Ty’
(S]
o, P
= F

3.4.1 Para F >0

p 1 0
= ou
P 0 1
onde
__ coup 1
Xp = E, + mc? 0
ou
_ coup 0
Xp = E, + mc? 1
Logo,
CP~
B E, + mc?
Xp = c(p- + ipy)
E, + mc?
ou
C(pz - Z-py)
2
Xp = E%<t£?c

E, +mc?

45

(3.53)

(3.54)

(3.55)

(3.56)

(3.57)

(3.58)
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De forma geral temos

1

0
up = cp: (3.59)
E, + mc?
c(p. + ipy)
E, + mc?

ou

u, = | clp: —ipy) |, (3.60)

Note que quando p = 0 a terceira e quarta componentes se anulam e a solucao é Fy = mc?,

independente do tempo

1
0 imc2t

U(t) — e (3.61)
0
0

ou

0
1 imczt

U(t) — e (3.62)
0
0

3.4.2 Para £ <0

Para F < 0 o procedimento é semelhante ao caso anterior

1 0
Xp = ou (3.63)
0 1
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com
) o -
¢p_cEp—m02Xp ¢ »
De forma geral,
€P-
(1Ep| +mc?)
_ (pe +1ipy)
Uup = (IEp] + me?)
1
0
ou
e (Pe — Z'py)
(1Ep| +mc?)
CPz
w=| B+ me)
0
1
e
_ me? " ﬁeé(ﬁ'f+|E‘t)~
B[V P
Fazendo p = 0, temos Ey = —mc? e
0
0 icht
U(t) — e
1
0
0
O imc2
U(t) — e
0
1

|E,| — me2 <P

47

(3.64)

(3.65)

(3.66)

(3.67)

que descreve uma particula que se move para tras no tempo. Assim a interpretacao é que

as solugoes para energia negativa correspondem as medidas das antiparticulas , ¢p € xp as
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medidas das particulas, respectivamente. Assim, a equagao de Dirac nao s6 descreve os spins

mas também inclui a descricao das particulas e antiparticulas das solucoes.

No limite nao-relativistico para £ > 0 temos

p
E, ~md + —
P +2m’
com
P
co-p
Xp ¢P'

T 2me? + p%/2m

Portanto, se mc? > p*/2m, entao

Xp < Op-

A influéncia das antiparticulas na solucao é desprezivel.

3.5 Solucao da Equacao de Dirac em Coordenadas

Cilindricas

Nos capitulos seguintes, iremos tratar do estudo de modelos aplicados a nanotubos de car-
bono de paredes simples. Para tanto, necessitaremos da solucao da equacao de Dirac em co-

ordenadas cilindricas. Considere a equacao de Dirac para uma particula livre, com h = ¢ =1

(@—m)¥ = 0
(iv*0, —m)¥ = 0
(i7°0, — 'O —m)¥ = 0 (3.68)

onde, em coordenadas cilindricas, o operador V é dado por

S 1 .
V = 0,7 + 056 + 0.2 (3.69)
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Estamos interessados em resolver a equacgao de Dirac em coordenadas cilindricas para o

vinculo de r =constante, portanto teremos
L1 .
V = -040+ 0.2, (3.70)
r
onde 0, = 0. A equacgao de Dirac se torna

1
(i7°0, — i;y"a@ — 7?0, —m)¥ = 0. (3.71)

Considerando a redugao do niimero de variaveis espaciais, devido ao vinculo de  =constante,
é conveniente usarmos as matrizes v em fungao das matrizes de Pauli, ja que reduzimos o

problema para (2+1) dimensoes, portanto, definiremos

1 0
V=05 = =0y = ;=05 = (3.72)
0 -1 i 0 01

. Substituindo as matrizes de Pauli e multiplicando (3.71) por o3, obtemos
o3(ios0y + %89 +010,—m)¥ = 0
(1030, + %030289 + 03010, —ozm)¥ = 0
(10 — i%alag — 1030, —osm)¥ = 0. (3.73)

Dando continuidade a solugao, iremos propor uma solucao na base das ondas planas dada

por
¥ — Ueilket+k:2—IE)
(75} .
/- el(k09+kzszE)’ (374)
Uz
u
com U = "], Note que, para a simetria cilindrica, temos a seguinte condigao de
U2
contorno em 6:
V(H=0,2FE)=V(0=2m2F). (3.75)

, Aplicando (3.75) em (3.73), obtemos o seguinte vinculo
1 = 627Tik9

1 = cos(2mky) + isen(2mky). (3.76)
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Portanto podemos concluir que kg = n, com n = +1, £2, £3... . Aplicando (3.74) em (3.73),

obtemos
ko
(E+—01+kz02—m03)U:0
r
10 01 0 —1 1 0 Uy
E + kq + k., —-m =0
0 1 1 0 i 0 0 -1 Us

E—m ko—ik, Uy

—0. (3.77)
k’g + Z/{ZZ E+m Uz

Note que definimos k:; =2 = ky. A equacao (3.77) é a equagao de autovalores, portanto seu

determinante deve ser nulo

E—m kg—ik‘z

ko +ik, E-+m
(£ +m)(E —m) — [(ko + ik.)(ko — ik.)] = 0
E?—m? k- k=0
E? =m®+ ki + k2, (3.78)

que é a energia. Determinando a solugao, a partir de (3.77) temos o sistema de equagoes

. kG - Zkz
E — ko — ik, =0 = —= 3.79
( m)uy + (kg — ik, )us com u; = m)u2 ( )

. ko + ik,
(kg +ik.)ur + (E+m)ux =0 com uy = ﬁul. (3.80)

Os autovalores serao
1 kg —ik.
(ur] = kot ik e (u| =ap | 7 1 (3.81)
(E+mz) 1

que normalizados, temos as constantes

SN (-E DN (-EI0) o

A solugao completa sera

(B +m) 1 i(kgO+ksz—Et)
\111 = T ko -tike e (383)
(E+m)
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ko—tik-
\111 _ (E — m) (g—m) ei(kge-‘rkzz—Et) (384)

2K 1

3.6 Modelo de Gross-Neveu

O modelo de Gross-Neveu (GN), proposto em 1974 [19] é na pratica uma particularizagao
do modelo de Nambu-Jona-Lasinio (NJL) [34, 35] para os casos de dimensoes menores que

(3+1).

O modelo GN, é aplicado na teoria quantica de campos relativistica com interacoes
fermionicas quarticas. O modelo admite uma expansao com parametro 1/N onde N descreve
o numero de férmions interagentes sem massa. O modelo de Gross-Neveu pode ser descrito
pela seguinte densidade Lagrangiana:

L=0(if —m) W+ %(@@2 (3.85)
onde ¥ representa um campo fermionico, que para o nosso modelo ird descrever os elétrons
quase livres na superficie de um nanotubo de parede simples. A constante gy é de acopla-
mento. Para N grande (N — o0), descrevemos o chamado limite large N approzimation,
onde o fator 1/N pode ser usado como parametro perturbativo, definindo-se A = goN, e

entao toma-se o limite de N — oo com A fixo.

O Modelo de GN também ¢ parte de uma familia de modelos com interagao quartica en-
tre férmions de N espécies distintas em uma dimensao espacial, além de ser um modelo
bastante atraente, pois o conhecimento de quaisquer propriedades e mecanismos a eles as-
sociados podem ser de grande utilidade para esclarecer a fisica de teorias de gauge nao
abelianas em (3+1) dimensoes, ja que apresenta: liberdade assintdtica, geragdo dinamica de
massa e transmutacao dimensional. Além disso, este modelo apresenta quebra espontanea
de simetria, mecanismo este muito desejado para as teorias de gauge de interagoes fortes,
uma vez que a simetria de gauge destas nao pode ser quebrada pela simples introdugao de
particulas de Higgs sem destruir a liberdade assintética destas teorias que sao a razao para

sua existéncia.[36]



3.7. INTEGRAL FUNCIONAL EM MECANICA QUANTICA 52

Estamos interessados em usar a transformagcao de simetria quiral na Lagrangiana do modelo

3.85, dada por

= Y5, = =Y. (3.86)

Aplicando a transformacao quiral 3.86 na densidade Lagrangiana 3.85, obtemo-la transfor-
mada

L= (if +m) v+ QQ—ZOV(M)?, (3.87)
que difere de 3.85 pelo sinal do termo de massa. Isso mostra que o termo de massa nao
permite a invariancia da densidade Lagrangiana frente a transformacao quiral e discreta.
Como estamos interessados no caso em que ha simetria, trabalharemos numa teoria na qual
a densidade Lagrangiana de GN descreve férmions sem massa, de modo que (3.85) seja

reescrita como

= 9o = 52
L =iV + —(VT)~. 3.88
v+ 2 (@) (359)
Por uma questao de analogia com o modelo desenvolvido anteriormente, redefiniremos a

densidade Lagrangiana na forma

L= VidV + %(\if\y)? (3.89)

3.7 Integral Funcional em Mecanica Quantica

Em teoria classica, a evolucao de um sistema dinamico é dada pelas equacoes de Euler-
Lagrange com condicoes de extremos fixos ¢(t;) e q(ty). A ideia de Feynman ¢ analisar a
propagacao entre dois pontos, como sendo a interferéncia de infinitas fendas entre a fonte e

anteparo, ou seja, a amplitude de interferéncia.[37]
Amplag, trs qinti) = AP (g(1)). (3.90)
q(t)

A forma correspondente para (3.90) pode ser expressada em termos da agao S

1S[q]
Applagstrsgit) =) en (3.91)
q(t)
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isso implica que no limite de 4 — 0 (fora do regime quantico) a amplitude de probabilidade
serda dada pelo caminho classico, aquele que possui uma acao minima. Porém, em mecanica

quantica, as amplitudes de probabilidade sao dadas por

K = (qs, tslai, ti) = (gs|U (s, :)] i), (3.92)

onde K é o propagador. Para verificar que essas amplitudes sao iguais as amplitudes expres-

sas em termos da agao S, iremos subdividir o intervalo de tempo de evolugao do sistema em

M intervalos com (m+1) =ty —t, e A = LYl Entao, em termos de cada sub-intervalo a

M+1-
amplitude sera
(g7, trlai, ti) = (ar U (Lnsrs ). Utz 0) U (1, to) ] ¢a), (3.93)
lembrando que
Ut t) = e, (3.94)

no limite de A — 0 temos
. - GHA
o (1 ! : ) , (3.95)

introduzindo uma identidade (completeza) entre cada operador evolugao teremos

K:/dQ1---dQM<QM+1’U(tM+17tM)|QM><QM’U(tM7tM1)---<Q2‘U(t27tl)|Q1><Q1|U(t17t0>|QO>a

(3.96)
com K sendo expresso em termos de um produtério de [ =0 até [ = M
HA
(el .l = Gl (1= 175 ) I (3.97)

Com a relagao de completeza em P temos

HA
K = /dPZ<QZ+1’Pl><pl‘ <I - ZT) lq1), (3.98)
porém

<PZ|H‘CII> = H(Ql,Pz)(PHQD

2

P
H(q, F) = ﬁ + Ul(q)-
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Portanto,
H(q, P)A
K = /dpl<QZ+1\Pl><Pl’(11> (1 — Z%)
H(ql Pl)A
— [ PP (Plaje
/ APt et i S (3.99)
l 3 .
e assim
M q1+1—9 P2
K=1] / dqy...dq, dPy...dP, ¢ T o=z tU@) s (3.100)
=0

Considerando a identidade

Foo au? | 2
/ du e 5 T = ﬁe 2, (3.101)
oo a

podemos simplificar a expressao(3.100), basta para tanto tornarmos a = 2 eb= (q=1—q)h,

para termos
K= /d(h dQnH \/ —e — i iU (@)
n+1 ) N2
- <@> | /dQ1 dg e%zfio(w—qum)

1A
1 (g1 —q ?
3 (1) v

n+1
h
:/dch .dqn, (WA) exp{hZA

} , (3.102)
no limite de A — 0 podemos reescrever

n+1
IANER i (Y 1.
K = /dql...dqn (j—h) exp {ﬁ/ dt <§q2 — U(ql)> } , (3.103)
to

onde

1

L(q(t)) = 54" = Ula(®), (3.104)

¢ a densidade Lagrangiana. Definimos

n+1

h
Dq = lima_0dqy...dg, (WA> ) (3.105)
Por fim, podemos reescrever
K = /Dq enSlat)] (3.106)

com q(t;) = q; e q(ty) = qy.
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3.8 Funcao de Correlacao

A funcao de correlacao de n pontos é escrita como

- S
'R

Dy p(x1)...p(xn)e
[ Dyein

usando a prescrigaio m? — m? — ig, rotagao de Wick, podemos reescrever (3.107) da forma

QT { (1) () } Q) = : (3.107)

Sg
D Lpolxp)e”

f Dpe™n

com S = Elp| e h — KT, agora {x;} sao as varidveis euclidianas. Seja um funcional F[y],

QT {p(21)...p(xn)} Q) =

cuja variacao é dada portanto por

oF
oF = — 1
. Dp, Pas (3.109)
com uma variacao continua dy,. Temos agora
oF
OF :/d%{ ]5 x), 3.110
[] 50() p(x) (3.110)
com
do(x) = /d4x(5(4)(x —9)0p(y). (3.111)
Portanto,
dep(x)
=Wz —y 3.112
50(7) (r —y) (3.112)
é a derivada funcional. Também podemos escrever a relagao
0,3plz) = 8(00(w) = [ d'9(06(x ~ 1)3elw) (3.113)
logo
30,p(x)
= 026W(z —y). 3.114
e = () (3.114)
Como a acao S — S|y, 0,], entao
oL oL
= [ d'z | = -0, —— 11
6S / x [&0 auﬁaugp} do(x) (3.115)
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e podemos escrever a identidade

5S  oC oL
_ 9 9= 11
dp(x) Dy On D0y (3.116)

As equagoes de movimento sao

dS[q]

dq(t)

3.8.1 Introduzindo uma fonte externa .J

Vamos introduzir agora uma fonte J. A funcao de partigao pode ser definida como

f’DgpeisTJ
J) = i 3.117
= (3.117)
Sy=S+ /d%J(a:)gp(x). (3.118)

Apoés a introducao da fonte, estamos interessados em calcular qual é a amplitude de proba-
bilidade de o sistema permanecer no estado |€2). A funcdo de partigao (3.117) nos permite

calcular as fungoes geradoras das correlagoes (Q|T {p(z1))...o(xn)}|€2). Considerando h = 1,

calcularemos
62[J) _ | Pyisizhe’™ (3.119)
6J (1) J Do
onde
5jf;1) B 5J?x1) / e dlz)ple) = / Tab'(e —m)e(o) = elm), )
entao
0Z[J) _ i Dpplar)ess (3.121)
6J (1) [ Dypes
De maneira semelhante também podemos mostrar que
P21 _ [ Dep(m)e(r)e™ (3.122)

5J<£L'1)(5J(l’2) ngO@iS
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Portanto, podemos generalizar esse resultado

"Z[J] i [ Dpp(ar)..p(z)e
§J(x1)...00 (z,) [ Dyeis : (3.123)
Para J = 0 temos S; =0,
5J(:C1)f5.7.15t](xn) 21] o QT {par).p(wn) } [2), (3.124)

ou seja, Z[J] contém a mesma fisica dos propagadores da mecanica quantica. Na teoria livre

1 1 1
S = /d% (iaugoaw - §m2gp2> - —/d4x§gp (O+m?) ¢, (3.125)

portanto

B | Dy e:L’p{—fd4x%<p(’>cp+ifd4x=](x)g0(x)}

Z[J] = - : (3.126)
| Dy eavp{—fd‘*:v%gp@gp}
Ccom
O =i(0+m?). (3.127)
3.8.2 Calculo do propagador
Considere agora a identidade
I= / A" X e~ 2 X MXFDTX (3.128)

A seguir calcularemos a integral. Considere as substituicoes: X = SY e STMS = D. Essas

matrizes sao normalizadas, assim

I= / Ay e 2V DY HYTSTh (\/_%)M e VMY, (3.129)
com
Lo 11 2 1 2
—§bTM 1b:—§{d—1 [57b),] o [57D),] +} (3.130)
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detM = dldegdn =detD.

Este resultado pode ser generalizado para as integrais funcionais, usando

/ "y F@)o(e - y) = (o)

[ st i = [ dvou st o) = -0,5),
entao

[ dso@)00@) = [ dadyp(o) (059 - )] o)
Definindo

K(z,y) = 089 —y)].

como sendo o kernel (nicleo). Podemos escrever a fungao de partigao na forma

[ Dy ol =3 [ dedtye(@) K (z.y)e(y)+i [ dat(@)p(x) }

Z|J
7 ngp e{_%fd“zd‘*w(ﬂf)K(z’y)eo(y)}

Temos entao uma correspondéncia com a equagao

ZXiMinj — /d4xd4ygo(:€)K(a:,y)cp(y)
ij

ZbiXi — /d%J(w)gp(a:),

i
portanto
[dnX = T XiMiX)i+i 55 by X,
[drX o3 iy XiMiX;

= e_% 2ij biM?l)ijbj

Usando a correspondéncia M !, teremos

Sy M) = o [ 9080w~ )Q, = 60 - 2)
J
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(3.131)

(3.132)

(3.133)

(3.134)

(3.135)

(3.136)

(3.137)

(3.138)

(3.139)

(3.140)
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entao

Logo, com essa propriedade, temos

1 d*k 1 "
1 ~ik(z—y) 3.142
Ly i / (2m)4 (—k2 +m? — ie) ¢ ( )
Por meio de um cut-off definiremos (3.142) como
1 d*k 1 ,
i =L ~ik(z—y) 3.143
o lAF (2m)* (—k2+m2>e ’ ( )

conhecido como propagador de Feynman. Usando o fato de que

(O, +m?) Gp = 619, (3.144)
podemos escrever a funcao de particao em funcao do propagador

Z[J] = exp {% / d'x dty J(2)Go(x — y)J(y)} . (3.145)

Partindo de (3.145) vamos recalcular (3.121) e (3.122).

= [ty ([ atsote - 2065t - ) S| e

" Bd%J(m) ( / d'yGr(x — y)d(w — y))} e

A [LtaGietos~0) @) e+ [ates et =0 e, ()

com o fato de termos que tomar o limite de 7 = 0, implicando que e

{i [d'zvd'y J(z)Ge(z —y)J(y)}. Entdo na teoria de Klein-Gordon o fato de termos a

€rre = 1, onde expo =

simetria S|p] = S[—y], implica que os correlatores impares sao nulos, portanto

521J]

=0 (3.147)

Seguindo o mesmo caminho, com o fato de Gp(z1 — x2) = Gp(r2 — x1) temos

= E (1‘1 — 272) + éGF(ZL‘Q — 1’1) = ZGF([L’l — 1‘2). (3148)
J=0 F

5°Z]J]
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3.9 Potencial Efetivo

3.9.1 Introducgao

O potencial efetivo é uma importante ferramenta para o estudo da quebra espontanea de
simetria, determinagao da energia do vicuo (energia de Casimir [38]), na renormalizacao
da massa e da constante de acoplamento, etc. Ele é uma generalizacao quantica do poten-
cial classico, sendo que o vacuo quantico pode ser obtido do minimo daquele potencial. O
potencial efetivo pode ser expresso como uma expansdo em loop (que coincide com uma
expansao em poténcias de k), de modo que ele é dado por uma soma do termo cléssico com
correcoes que representam o efeito da interagdo do campo com o vacuo quantico. Devido
a sua interpretagao como energia, o potencial efetivo deve necessariamente ser uma funcao
real e convexa. Entretanto, quando a teoria apresenta, a “tree level”, quebra espontanea de
simetria, uma ingénua aplicacao da expansao em “loop” para a determinacao do potencial
efetivo, até a primeira ordem em h , conduz a um resultado equivocado, isto é, uma funcao
que nao é o potencial efetivo. A fim de determinarmos o (verdadeiro ou correto) potencial
efetivo, um emprego cuidadoso do procedimento usado para sua obtencao deve ser realizado.
Mostraremos como determinar o potencial efetivo a partir do funcional gerador das fungoes
de Green e demonstraremos sua convexidade. Uma teoria quantica de campos pode ser de-
finida a partir do chamado funcional gerador das fun¢oes de Green ou fungao de correlacao,
Z[J], também conhecido como amplitude de persisténcia do vacuo sob a influéncia de fontes
de campos externos, J(z). Esta abordagem usa o conceito de integral de trajetéria, origi-
nalmente introduzido por Feynman, que mostrou que o formalismo de integral de trajetéria
podia ser visto como uma alternativa aos formalismos tradicionais de Heisenberg e Shcroe-
dinger da mecanica quantica [37]. O funcional gerador das fungoes de Green é a solugao da
equacao de Schwinger-Dyson e pode ser escrito como uma expansao funcional das fungoes
de Green de n-pontos. Através de uma transformagao de Legendre encontramos o funcional
gerador das fungoes irredutiveis de uma particula (1-PI), G[¢.], que é, entao, expandido em
poténcias de h. Tal funcional é chamado de acao efetiva, pois ele contém, além da acao
classica, todas as corregoes quanticas. Uma expansao alternativa do funcional gerador 1-PI
em poténcias das derivadas do campo cléssico, (), nos fornece o potencial efetivo com o

qual podemos obter o vacuo da teoria. Tal como a acao efetiva, o potencial efetivo contém,
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além do potencial classico, todas as corregoes quanticas.

3.9.2 Expansao em Joop para o potencial efetivo

O potencial efetivo pode ser obtido por métodos funcionais, usando-se o formalismo de

integral de trajetéria [39, 40, 41]. O funcional gerador das fungoes de Green conexas F[J] é

dado por
F_ (07107),
217 = oF = ¢ 14
O (3.149)
com
F[J] = —ih InZ,[J], (3.150)
(0*tjo—),

onde %103 ¢ a amplitude de transi¢do viacuo-vicuo na presenca de uma fonte externa J(x)
e Z[J] é o funcional gerador das fungoes de Green (conexas e desconexas). No formalismo

de integral de trajetéria, a expressao acima € representada por
e =N / Dipe i 15[ d'zl(@)e@)] (3.151)
para qual

5= 509 = [ s (et e(a) + Vi)

ou de outra forma, inicialmente considerando V(y(z)) = 0, temos
S;=S(p, J) =5+ /d%gp(as)J@), (3.152)

onde S é a acao cldssica, N é um fator de normalizacao, e D formalmente indica integracao
sobre um espago de fungoes dos campos ¢ (z) de dimensao infinita, isto é, a medida de volume
funcional. O campo cléssico p.(z) é definido como o valor esperado do vdcuo na presenga

de uma fonte externa J(z) e é definido por

_GFL]

pelr) = 5 7() (3.153)

de forma que
SF[J) 6 _ 1 oez[J]
57() 5 i 2] = —ih sy
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com

iS5 0 s
Dpe® =L [ Dp—2 o7
5J e / ver h/ 5@

/Dgo(/4'5 2)J(z )rf: /DW Yo' i

entdo a derivada funcional de F'[J] em relagao a fonte J(z) para J = 0 pode ser dada por

OF[J] _ [Dpp(x)er
0J(z) [ Dpe = e (3.154)

isJ

que como mencionado antes, é o valor esparado de p(z).

O funcional gerador das fung¢oes de Green 1-PI (irredutiveis de uma particula) é um funcional

de ., e ndo de J(z), e pode ser obtido a partir de uma transformada de Legendre como

Ilg] = FLJ] — / '3 (2) . (x). (3.155)
Calculando a derivada funcional em relacao a ¢, temos
QYA _
0pe(x)

satisfazendo ao principio da minima acao, semelhante ao caso classico,

51—‘[900] _ oF . 4.0 NI
St = a1 s ()

_ OF [ 0@ o a0 (@)
e h/d ) h/d eele) 5
oF 57 (")

:m_h/d:p’é(z—x’ﬂ(w’) ﬁ/d / Uém—zc()

Calculando separadamente o primeiro termo da equagao anterior usando regra da cadeia

6_F:/d4x, OF §J(x) h/d4, (>(5J( o)

(3.156)

o(x) 0J (') Sip(w) dpe(x)
que, substituindo na equagao [3.156], se anula com o dltimo termo, tornando a equagao da
forma
or
= —hJ(x). 3.157
o = @ (3157)

Perceba que I' tem a mesma forma que a acao da teoria classica, onde

Sy=95+ h/d%J(m)gp(x).
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Considerando o mesmo raciocinio,

5S
dp(r) !
’ 5SJ o 0S8 41,/ :L‘/ 90(3:/) _ 05 4.17, :L’, ZE—JI/ —
o) o L I = s [ @0 =0
portanto
59
) + hJ(z) =0, (3.158)

que é semelhante a (3.157).

Quando fazemos o limite de A indo a 0, em outras palavras, tornamos as dimensoes do
sistema muito maiores que h, a acao efetiva serd a acao classica e teremos g como solugao
da teoria classica de campos. Dessa forma, a solucao quantica pode ser escrita como uma

expansao da forma

p; = o+ O(h). (3.159)

3.10 Formalismo de tempo imaginario: frequéncias de

Matsubara

O uso do formalismo de Matsubara é extremamente simples e consiste na escolha de um
contorno C' no plano complexo, esse contorno é denominado contorno de Matsubara e nesta
secao faremos uma apresentacao simples deste formalismo. Esse formalismo apresenta a
vantagem de gerar diagramas similares aos da teoria de campos a temperatura zero, quando

faremos a expansao perturbativa. O contorno define-se com a mudanca na varidvel tempo
T=it € [0,5] (3.160)

para que a condigao de contorno do caminho no plano complexo —f < Im(t —t') < 0 seja

satisfeita, devemos ter

B
8y = 10, € z/ dt = / dr, (3.161)
0
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consequentemente t, — t; = —i. Também definiremos a notacao quadrivetor

0

ot = (2, 2, 2%, 2%) = (42,9, 2), (3.162)

e as derivadas

0 g 0 90 o0\ _[(0 9 9 0
ozt (8:1:0 Ozl Ox?’ 8953) - (&’%’6@’&) ’ (8-163)

com o tensor métrico do espago de Minkowski, definido por

1 0 0 0

W 0o -1 0 o0
g = - - (3.164)

0 O 0 -1

Podemos escrever o gerador das funcoes de Green para bdsons escalares no formalismo de

tempo imaginario

Z[J] = N/ Dgp efOB de ddx[ﬁ(cp,i('?.,—go,ﬁgo)—i—t]go]' (3165)
@(TvR):‘p(T'i'B)R)
O andlogo ocorre para o funcional gerador das funcoes de Green para férmions no mesmo
formalismo
Z[ﬁ, 77] =N Dqﬁ D eifoﬂ dr [ dda:[5(1/;,1/7,1703,1;,,71'6@+m[;+ﬁ¢}' (3.166)

Y(r+8,R)=—9(T,R)

Sabemos que a solugao ¢(x) da equagao de Klein-Gordon, que descreve bésons escalares com

spin zero, pode ser reescrita como uma transformada de Fourier da seguinte forma

p(r) = / ((;Tz;d [on(p)e?™ + ¢ * (p)e™ 7], (3.167)

com p = (w,p) e x = (t,R), que implica em p-z = wt —p-R. Quando levamos esta solugao

para o formalismo de tempo imaginério, temos

? dPp , ,
_ Rl i(wnT—p'R) * —i(w,T—p-R)
o R) = 3 EV: / ()i [Pn(P)TP R g (pem T PR (3.168)
onde foram efetuadas as seguintes mudancas t = —i7, w = iw, e a discretizacao

[ =52
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ja que apenas valores discretos das frequéncias de Matsubara w, sao permitidos. O somatdério
ocorre para as frequéncias negativas e positivas. Quando consideramos as condigoes de

contorno periédicas, encontramos
o(r,R) = ¢(1 + B, R) (3.169)

<pn(p)ei(wyr—p.R) +¢2(p)e—i(wyT—p~R) _ gOn<p)ez’(w,,(r-}-ﬁ)—p-R) +<P:;(p)€_i(w”(T+B)_p'R) (3'170)

onde, para que possamos ter os valores permitidos para as frequéncias w,, igualamos as

exponenciais de mesmo coeficientes , de modo que é suficiente escrevermos

pilonTpx)  _ ilwn(r+8)-px)

1 = b (3.171)

Por fim, temos que as frequéncias de Matsubara para férmions e bésons sao dadas portanto

por

2v+1 ara férmions
by = GrAOm/E D (3.172)
2um /B para bdsons



Capitulo 4

Abordagem nao Relativistica

Neste capitulo, inicialmente, descreveremos de forma sucinta, um trabalho recente no qual
férmions na superficie de um cilindro foram estudados via um formalismo de teoria de cam-
pos. Neste modelo, os férmions foram considerados como quase livres [42, 43]. Na ver-
dade, tal abordagem é bem diferente daquela tratada via aproximagao de tight-binding onde
os elétrons aparecem como presos nos pocos de potencial dos atomos de carbono. Neste
modelo, vislumbrando-se tratar de um problema de muitos corpos nao relativisticamente,
escolheu-se uma densidade Lagrangiana cujas equacoes de movimento obtidas através das
equagoes de Euler-Lagrange para campos conduzissem a uma equacao do tipo Schroedinger.
Isto posto, o método de segunda quantizacao foi utilizado e posteriormente, por se tratar de
férmions, a anti-simetrizacao da fungao de onda foi realizada de forma usual pelo formalismo

de Hartree-Fock (Apéndice C).

Numa segunda parte deste capitulo, apresentamos nossa contribuicao para seu desenvol-
vimento. Neste particular, fazemos um estudo mais detalhado analitico e com aplicacoes
de suas contribuicoes separadamente para energia total, energia de superficie e potencial

quimico [44].
A Lagrangiana proposta foi

L= S0M = S0 — SV VY= V(). (1)

onde h =1¢e w indicam derivadas temporais. Tomando-se ¢ e 1* como campos indepen-
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dentes, a equacao de Euler-Lagrange,

oL 0 oL oL
5o oioe Vv = (4.2)

permite escrever a equagao de movimento proveniente da Eq. 4.1,

1 _, wawv .
. Os momentos conjugados da Lagrangiana sao,
= 8_£ = 31/1* and 7" = 84 = _Zw : (4.4)
o 2 o 2

Das equacdes acima, a densidade Hamiltonia na H = m) + 7*¢* — £ pode ser escrita como,

1 * *
M=o VU"- Vi + V(e ¢), (4.5)

que igualmente poderia ser obtida da componente zero do tensor energia-momentum,

oL oL

pro v v, %
T aama W+ 0" R

— gL (4.6)

Da mecanica dos meios continuos, sabe-se que, para um sistema uniforme em equilibrio e

num sistema em repouso, este tensor pode ser expresso como sendo,
T" = (P + &)u*u” — Pg"” (4.7)

onde P é a pressao, £ a densidade de energia e u* a quadri-velocidade do fluido. Note,
que T% representa a mesma densidade de energia apresentada anteriormente e T% = P.
Estas grandezas sao essenciais caso se pretenda descrever a termodinamica do sistema. No
modelo derivado e apresentado por Cordeiro et al [42], a interacdo entre dois férmions foi
particularizado para V(¢*, 1) = %|1/1(F)]4. Isto é, vista no espaco de coordenadas espacial,
a interagao efetiva é de contato, tipo () de Dirac, fato que em muito simplifica o célculo
de elementos de matriz. Tendo, no espaco das configuracoes, a interacao presente apenas

quando em contato, os férmions estao, por assim dizer, quase livres.

Apés efetuar uma segunda quantizagdo (impor relagoes de anti-comuta¢ao para os campos
fermionicos) utilizou-se uma aproximagao de campo médio que via procedimento variacional
(método de Hartee-Fock, Apéndice C) foi possivel obter varias grandezas fisicas analitica-

mente.
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Em linhas gerais, basicamente, o procedimento foi o seguinte: (a) Parte-se do operador
Hamiltoniano fermionico com interacoes de dois corpos

=3 [ | Govul) Vo + g [Pl Ol P - st )| 49

spin

onde o potencial local para dois corpos pode depender também do estado de spin, com
elementos de matriz (s} sh|v(r" — )|s1s5). (b) Os operadores de campo fermionicos sio

quantizados de acordo com as regras-padrao de anticomutagao, isto ¢,

{0y (), Y1)} = 0ys0(r —7) e {wg(r), (M} =0, (4.9)

onde o subindice s indica o estado de spin. (¢) No modelo [42], a agdo do potencial efetivo

sobre os estados de spin singleto tem elementos de matriz dado por
— A —
(s182[0(r" —7)[s152) = 2 (5152/00)8 (" — 7){00]s152) , (4.10)

onde (s152|SM) é o coeficiente de Clebsh-Gordan. O tratamento de Hartree-Fock (HF) para
o estado fundamental foi detalhado na ref. [42] e aqui apenas destacamos os principais
resultados termodinamicas a temperatura zero para N — oo. As correlagoes de ordem
superior nao sao levadas em conta na aproximacao HF, mas efetivamente elas sao incluidas
na equacao de estado, ajustando a intensidade do potencial (\) para a fungao trabalho do
grafeno, o que obviamente exige que a func¢ao de onda total dos elétrons correlacionados seja
calculada corretamente. O valor de A serd eliminado posteriormente para reproduzir uma

grandeza fisica experimentalmente bem definida.

Nesta aproximacao de elétrons quase livres, para nanotubos, resolvida em coordenadas
cilindricas, o raio do cilindro é R e seu comprimento é L. A quantizacao se da em duas
dimensoes. A funcao de onda se apresenta como sendo fun¢ao de z, coordenada ao longo de
L, e 0. Nesta ultima variavel sao impostas condigoes de periodicidade por rotacao de 27
que geram nimeros quanticos inteiros. O nimero de onda neste modelo é k = \/k2 + (n/R)?

e o numero de particulas,

N=2)" % /dkze(kp — k), (4.11)

obtido para cada momentum de kr. Na integracao acima, cujo resultado apresentaremos

abaixo, supoe-se uma superficie de Fermi onde a densidade superficial de férmions é dada
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por 0 = N/A, com a drea da segao transversal definida por A =27 RL,

In|<nmaz
N
= — 4.1
o= (4.13)

onde M4, € 0 maior numero inteiro menor do que krR. Além desta expressao analitica,

varias outras também foram obtidas. Apresentaremos apenas algumas delas abaixo,

L 1 n? n
7| <nmaz
3

A 2 L n?\ 2
T#) = Zg* 4+ = k2 — — 4.1
=5t X () (1.15

e

A 2L n? 2
T = Z62 4 ——— k2 — — ) . 4.1
=50+ o (1 - ) (4.16)

As expressoes acima sao cruciais para se estabelecer a consisténcia termodinamica do pro-
blema, uma vez que < T° > e < T** > podem ser identificados com a densidade de energia
& eapressao P. Assim, de uma relagao geral que associa grandezas termodinamicas, pode-

se obter para temperatura nula,

—P =& — po. (4.17)

Com isto, a funcao trabalho WF = —pu que é a energia necessdria para se extrair um

elétron da superficie de Fermi, torna-se neste modelo,
WF = Er + Ao, (4.18)

onde Er = k%/2m, sendo m a massa do elétron. Pode-se ainda escrever a fungao trabalho

de uma forma ainda mais explicita,

T2

WF = Ep <1 + Qm/\f(:c)) (4.19)
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com

floy=">_ ( 1—2—2) (4.20)

7| <nmaq

onde x = krpR. Ha dois parametros livres nesta teoria, A e kr. Um deles, A\, por exemplo,
pode ser eliminado ao se impor que W F' reproduza o valor experimental 4.8eV para o grafeno
[45]. O grafeno, neste modelo ¢é obtido ao se tomar o limite do raio indo para o infinito,
tornando o cilindro uma superficie plana. Nesta situagao, deve-se usar lim, o, f(z) = 7/2.
Da Eq. (4.19), obtém-se entdo uma relagdo entre A, Er e a fungao trabalho do grafeno
WFG . Eliminando-se A em termos das duas outras e substituindo-se novamente na Eq.

(4.19), tem-se

WF = Ep (—1 + % lWEFG + 1} f(x)) . (4.21)

F

Eliminado A\, permanece ainda uma liberdade para a escolha de FEr, posto que para qual-
quer valor desta quantidade o limite de se reobter W FG quando R vai para o infinito é
assegurado. Na ref. ([43]), Er = 1.24eV foi escolhido como sendo o valor que melhor

ajustou a distribuigao assimétrica de valores para W F em 93 nanotubos de carbono [46].

Algumas restri¢oes podem ser feitas ao modelo acima apresentado. Uma delas é a de que sua
relacao de dispersao para a energia seja quadratica, uma heranca da equacao de Schroedinger
no qual sua fenomenologia é baseada. No modelo tight-binding (TB), por exemplo, esta
relacao é linear a exemplo do que poderia obter o modelo que apresentamos acima caso este
estivesse baseado numa equacao de Dirac. De fato, hoje entende-se o grafeno como podendo
ser bem descrito por quase particulas sem massa de spin 1/2. Sem massa aqui, nao significa
que estas quase particulas tenham a velocidade da luz ¢ mas uma velocidade de Fermi
vp =~ ¢/300. Uma outra restri¢ao relaciona-se com os parametros livres e a forma de como
foram eliminados. E razodvel se esperar que a dependéncia de A e EFr com R seja mais rica
do que a proposta. Um outro ponto seria de que o modelo simplifica todas as interagoes para
uma interacao efetiva de contato. A ignorancia de muitos detalhes de varias interagoes do
tipo elétron-elétron, elétron-atomo etc foi parametrizada pelo ajuste que se descreveu antes.
Por outro lado, e neste particular, deve-se ressaltar que em um problema de muitos corpos
onde estes interajam efetivamente apenas via contato, a solugao pelo método de Hartree-Fock

(Apéndice C), fornece uma primeira ordem do modelo de funcional densidade DFT [17, 18].
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De fato, a densidade de energia que apresentamos é proporcional a ¢ que é a densidade
superficial de elétrons no nanotubo. Em outras palavras, DF'T empresta maior importancia
a dependeéncia de um modelo qualquer de muitas particulas com a sua densidade do que
com as interacOes propriamente. A evidéncia de que sistemas com N férmions tratados
com a aproximacao de Hartree-Fock onde os férmions interajam entre si via um potencial
de contato reproduzam a primeira ordem de DFT é apresentada nas referéncias [17]. Isto
é bastante auspicioso para o modelo acima apresentado. Assim, isto nos fez explorar, na
proxima secao, do ponto de vista da mecanica quantica, propriedades gerais contidas em

modelos bidimensionais com N férmions interagentes.

4.1 Propriedades para N férmions interagentes em 2D

A mecanica quantica em sistemas unidimensionais de N-particulas tem sido historicamente
estudada por causa da sua simplicidade para algumas interacoes de dois corpos que permitem
solugoes analiticas do problema de muitos corpos. Este é o caso de sistemas de particulas
com interagdes de contato entre dois corpos[47, 48]. Tais solugdes sao tteis em estatistica
quantica [49]. A interacdo de contato também tem sido usada dentro da teoria do funci-
onal densidade, (DFT) com o objetivo de fornecer mais esclarecimentos para uma melhor
compreensao desta teoria [50]. Esta interagdo pode ser de importancia em problemas para
N-corpos que envolvem o uso da mecanica quantica com dimensoes superiores. A mecanica
quantica em duas dimensoes (2D) difere em muitos aspectos dos casos unidimensional (1D)
e (3D) tridimensional. Particularmente, a barreira centrifuga é zero ou positiva em 3D,
enquanto que em 2D a barreira centrifuga na onda s é negativa. Consequentemente, duas
particulas em duas dimensoes estao no limiar de ligacao mesmo quando elas nao interagem,
ou seja, uma quantidade infinitesimal de atracao produz um estado ligado. Em 3D ocorre
uma situacao completamente diferente, uma vez que é bem conhecido ser necessaria uma
quantidade finita de atracao para produzir estados ligados de dois corpos. O efeito da di-
mensao do problema quantico de muitos corpos ainda é uma questao bastante interessante.
Particularmente, uma grande via tedrica foi aberta para sistemas quanticos de baixa dimen-
sionalidade desde o crescimento fenomenal da nanociéncia[51]. Por exemplo, recentemente

o modelo jellium em matéria condensada [52] foi aplicado para calcular a energia de um gas
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de elétrons de spins polarizados em duas dimensoes finitas de forma analitica [53], visando

a investigacao de como a energia converge para o limite termodinamico.

Consideremos o teorema de Hugenholtz-Van Hove [54], vélido para um sistema interagente
de N-corpos, onde o potencial quimico é dado por

_ E+PQ

. (4.22)

Ju

Acima, E, P e ) sdo respectivamente: a energia total, a pressao e o volume (no caso 3D)
ou drea (no caso 2D) do sistema. Ao estudar as propriedades médias gerais de um sistema
liquido tridimensional , os autores de [55] encontraram uma maneira de descrever o potencial
quimico em termos da energia de bulk na superficie. Isso foi feito estendendo o teorema de
Budd-Vannimenus [56] para incluir efeitos de volume. O estudo de [55] permite separar os
efeitos de volume e superficie em consisténcia com a eq. (4.22). Em suma, Eq. (4.22) pode

ser reescrita como

onde se pode identificar P2 como energia de superficie Es. Conforme [55] o potencial degrau
na superficie também é responsavel pela pressdo. Além disso, os autores de [55] mostram que
a diferenca entre p e a energia por particula é exatamente o potencial degrau eletrostatico na
superficie. Os autores usam este fato para investigar um modelo integravel unidimensional
para o crossover BEC-BCS de forma analitica. Assim, é interessante ter em maos modelos
2D para sistemas de N-férmions interagentes com solugoes analiticas para efeitos de bulk e
de superficie que possam ser vistos separadamente nao sé para uma superficie plana, mas
também para uma superficie cilindrica. Com certeza, a rica variedade de superficies com
objetos na escala nano poderia se beneficiar com tal estudo. Por exemplo, a superficie de
nanotubos, que idealmente fornece um nano-cilindro onde um gas de elétrons interagentes
com sua elevada mobilidade é a base para a descricao das propriedades épticas e eletronicas
destes materiais [57]. Por outro lado, aspectos tedricos relevantes para um sistema de N-
Férmions interagentes em mecanica quantica, nao diretamente vinculados por uma aplicagao
de engenharia especifica, poderao servir de base para um amplo uso pratico. Este é o caso
de uma boa compreensao para a energia de um gas de férmions numa superficie plana ou

cilindrica, essencial para se obter um controle sobre propriedades desejadas da interagao do
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material. Dessa forma, as solucoes analiticas, desempenham um papel relevante. Em es-
pecial, é vantajoso obter informagcoes sobre as contribuicoes da energia cinética e potencial
para as energias de bulk e superficie. E razoével que as contribuicoes das energias de bulk
e de superficie para o potencial sejam iguais em 2D, quando os férmions se propagam na
superficie, bem como as suas interagoes estao restritas a uma unica camada. Espera-se que,
para a superficie cilindrica, a igualdade entre as contribuicoes potenciais para as energias de
bulk e superficie sejam mantidas para uma interagao efetiva de curto alcance que atua em
distancias menores do que o raio do cilindro, e as correlagoes de curto alcance sao essenci-
almente inalteradas quando a camada (o plano) é dobrada para se formar o cilindro. No
entanto, esta tendéncia fisica geral muda quando a energia cinética é considerada a partir
de uma superficie plana para uma cilindrica. A razao para isso é a compactagao de uma
dimensao que confina o sistema quantico com os estados quantizados devido a condicao de
contorno periddica. Isto nao é essencial a curtas distancias, mas altera o comportamento
de infravermelho das propriedades da densidade de um corpo, enquanto que a densidade de

dois corpos em distancias menores do que o raio nao sao sensiveis a curvatura da camada

2D.

Todas essas caracteristicas sao de fato verificadas analiticamente no modelo esquematico que
discutiremos a seguir [44]. A partir de agora vamos discutir as contribui¢oes das energias de
bulk e superficie para um sistema de elétrons interagentes em 2D na superficie de um cilindro.
Para tanto, vamos explorar o modelo anteriormente discutido, baseado em teoria de campos
com mecanica quantica nao-relativistica [42]. Como visto, para obter as propriedades do
estado fundamental, a aproximacao de Hartree-Fock é realizada analiticamente para uma
interagao efetiva de contato para dois corpos em um sistema de coordenadas cilindricas (z,
0).
A

V(z,6) = —28()5(6), (4.24)

onde R é o raio do cilindro e A é uma constante de acoplamento. Neste modelo, assume-se
férmions de massa m e uma superficie de Fermi, definida por um momentum k. Este modelo
[42] foi aplicado para investigar as propriedades de nanotubos de carbono de paredes simples
(SWCNTSs) e A foi encontrado para reproduzir o valor experimental da func¢ao trabalho do
grafeno, a saber, 4,8 eV [58]. O limite do grafeno foi alcangado quando se tomou o limite de

R indo até o infinito. Abaixo, definiremos algumas grandezas do modelo. A energia cinética
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da particula no nivel de Fermi é

Tr = ﬁ (4.25)
2m
onde kr é o momentum de Fermi. A energia média total de bulk é obtida a partir do elemento
de matriz do operador Hamiltoniano no estado fundamental, a saber, (H) = (T') + (V) .
Doravante, chamaremos esta energia média total de Fj que, na aproximacao HF é dada por

L n? n?z A\

|n‘gnma7

A energia de superficie é:

— — —_ 2__ J—
B, =-—fA=PA=2— >k + 20N (4.27)

|n|§nma1

O(H) 2 L n2)3 A

onde P é a pressao. E conveniente introduzir aqui um parametro adimensional x da forma
r =kr R, (4.28)

algumas fungoes auxiliares,

f(z) = é 3 (1 - "—)1/2, (4.29)

x2
[n|<nmaz

2n? n2\ /?
_ E ST 4.30
= ¥ 2 (1-5) (4.30)

2 ng 3/2
h(z) = —|1-— 4.31
W= ¥ 2(1-%) (4.31)

que simplificarao as expressoes obtidas no modelo para as diferentes grandezas fisicas. Em
seguida, procederemos na separagao das energias de bulk cinética (superficie)T), (Ts) e po-
tencial V, (V;) do sistema de elétrons interagentes na superficie. A separacao do termo
de interagao e contribuicao cinética (H)/N (5.61) e P A/N (5.63), é facilmente feita ao se
inspecionar as expressoes analiticas destas grandezas. Com isto,

:%{H%}, (4.32)

— T, {%} (4.33)

zl3 =[5
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Vo _ Ve _ (V) _ A

onde o, dado pela Eq. (5.77), pode ser reescrito como

o=—f(x)= 7T_TF f(z) . (4.35)

E T, Vi 1 1g(x) Mm

S 58 AR R TElY (4.36)
B L Vs [h@) Amo

N NN TF{f(x)+7r2 ()}' 437

Agora, seguindo a equagao (4.22), se somarmos as energias por particulas de bulk e de
superficie para obtermos o potencial quimico, temos que:

E, E,
M:N"JFW:TFJFAU. (4.38)

Consistentemente, ¢ o mesmo resultado obtido pelo potencial quimico habitual definido
termodinamicamente por

_ OB, 0Ey/0kp
~ ON  ON/Okp

i = Tr + Ao (4.39)

Esta grandeza corresponde a energia necessaria para remover ou adicionar uma particula ao

sistema de muitos férmions e fornece uma forma inequivoca para se definir a funcao trabalho

(WF). A saber,

WF =—u=-Tp— Ao. (4.40)

A funcao trabalho, obtida antes pela relacao termodinamica, junta os ingredientes impor-
tantes do modelo, essencial para parametriza-lo. W F depende de A e Tx, ou em termos de
p e Tr, se usarmos Eq. (4.40 ),dada por:

p—=Tp  (p—Tp)n
o 2mTpf(x)’

A (4.41)

Agora,as energias de superficie e de bulk podem ser escritas em termos de p, como:

E, lgxz) 1p 1
¥ =T {a 0 et o) 2
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B g (@) 1p 1
N“_T%{jﬂw'+27k 2}. (4.43)

Analiticamente, podemos escrever a diferenca entre as energias por particula de superficie e

de bulk,

p(x):———:—{l— %} (4.44)

que nao depende de p e, consequentemente, nao depende da interagao (independe de \).
Embora E;/N e E,/N dependam de A, sua diferenga nao. Isto sugere que a diferenca entre
as energias de bulk e de superficie é uma grandeza independente do modelo, Esta diferenca
depende somente da geometria, representada por x que depende de R e de efeitos cinematicos

através da energia cinética livre Tr.

Em situacoes geométricas extremas correspondentes x < 1 ou x — 00, as expressoes
acima podem ser simplificadas, porque as somas que sao definidas pelas funcoes auxilia-
res f(z),g(z) e h(x) convergem e sdo dadas pelas equagoes (A.1), eq. (4.30) e Eq. (4.31).

Por exemplo,

f@<n=% (4.45)
gz < 1) =0, (4.46)
h@<n:%. (4.47)

A regiao xr < 1 corresponde ao limite em que o cilindro pode ser visto como um fio, caso
unidimensional. Neste caso, s6 a contribuicao com n = 0 sobrevive em todos os somatorios.
Este resultado é de importancia na analise da compactacao dimensional, como foi recente-
mente estudado para um sistema de dois corpos com estados ligados na superficie de um
cilindro [59]. Por outro lado, no caso em que a superficie cilindrica torna-se uma superficie
plana, R — oo, os somatérios podem ser substituidos por integrais e os seguintes limites sao

exatamente alcangados:

Q}L%lof(m) = m/2 (4.48)
}Lralog(x) = n/4 (4.49)
lim h(z) = 7/4. (4.50)

T—00
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Portanto, todas as grandezas apresentadas anteriormente em funcao de x serao simplificacoes

de limites bem definidos. Aqui, sob os limites acima, apresentamos algumas delas,

P] _ I [21 _ v (4.51)
N <1 3 N <1 3
2mTF
= . 4.52
[U]x<1 7T2:E ) ( )
Ey 1 W B 1 1
~| =Ty gt o ~| =Triz+54— 4.53
e
T
plz < 1) = ?F (4.54)
Note que neste limite, p(x) depende apenas de Tr e nao de R. Por outro lado,
. Tb IERT Ts o TF
My =iy =3 (4:59)
k2 T
lim o = -£ = 1°F (4.56)
T—00 2w T
Ve Vsl mTF
i ] = [ =% 437
. Ey| L Es|  p
i ] = (5] =5 45%)
e
p(z — 00) =0 (4.59)

Aqui, p(z) se anula mostrando que quando mudamos do caso cilindrico para o planar a
diferenca entre as energias de bulk e de superficie desaparece. Como uma ultima observacao,

vamos apresentar uma grandeza adimensional para a intensidade da interacao como:
v =AhR"?*m, (4.60)

que depende somente da massa do elétron. Na proxima secao, vamos descobrir que v nao

estd longe da unidade quando o valor experimental da funcao trabalho do grafeno é ajustado.
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4.2 Resultados

Agora vamos comecar algumas aplicacoes do modelo. Em primeiro lugar, consideremos o
acoplamento muito fraco, caso em que podemos controlar dinamicamente o sistema para
manter um potencial quimico zero ou uma funcao trabalho nula. Isso é feito calculando a
intensidade da interagao com a Eq.. (4.41) por p = 0 para diferentes valores de z, obtidos
quando Tr = 1 eV e variando os valores de R. Na fig. 4.1 , exibimos as energias de
bulk e de superficie, calculando-as com as equagoes (4.42) e (4.43), respectivamente. Para
i = 0, estas quantidades sao de sinal contrario, com o mesmo modulo. A estrutura de
bandas é claramente vista para valores inteiros de x, onde as singularidades de Van Hove
estao presentes. Os saltos abruptos da figura a seguir sao caracterizados pela variacao de n
impostos pela condi¢ao de periodicidade, como visto. Usamos m como a massa de repouso
do elétron e isto faz R (A) = 1.973x//Tr(eV). Esta relagio ajuda a identificar os valores

de x para os correspondentes raios do cilindro R (A) Note que para = 0, A pode ser escrito

0.20 r T : T r T v T T T

o [ - - - E,IN (u=0)
i —— E /N (=0)

E/N (eV)

Figura 4.1: Energias de bulk e de superficie em funcao da quantidade adimensional x = krR

para Tp =1eVe u=0.
em termos de Tr /o, que varia com o quando R varia e com kg fixo.

Veremos ainda que a variacao de A reflete-se em uma variacao da densidade de elétrons

na superficie o. Apresentamos ¢ como uma funcao de R na fig. 4.2, onde a estrutura de
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camadas e as singularidades de Van Hove sao claramente vistas. Na fig. 4.3 mostramos os
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Figura 4.2: Densidade superficial de elétrons em unidades da densidade na superficie plana

como funcao do raio do cilindro R.

valores de A da Eq. (4.41), calculados com p = 0 para todos os valores de . Além deste
limite extremo e for¢ado de u = 0, qualquer valor de |A(z)| maior do que aqueles dados na fig.
4.3 permite pu < 0. E, no entanto, notavel que fig. 4.1 tenha o poder de prever as energias
por particula, E,/N e E,/n para qualquer p # 0. O padrao de simetria da fig. 4.1 nao
vai mudar. A tnica diferenga é que os novos valores de E,/N e E;/N serao deslocados por
p/(2TF), veja as equagoes (4.42 - 4.43). De forma andloga, a partir da equacao (4.41), novos
valores de A podem ser encontrados a partir da figura 4.3 . Agora, apresentamos a figura
4.4 cujo comportamento de p(z) é independente de A e de p. Apenas como um comentério
lateral, é facil notar que da figura 4.1 pode-se verificar que as regioes r < 1 e x — 0o estao
em concordancia com as Eq. (4.53) e Eq. (4.58). De forma anéloga, tais concordancias sao

encontradas ao se comparar a Fig. 4.4 com a Eq. (4.54) e com a Eq. (4.59).

Nosso estudo mostra que existe uma relagao direta entre o potencial quimico, e a energia

total Ejy. De fato, pode-se escrever,

Nu=FE,+Es=2E,+E;— E,=2E,+p(x) =2(<T >+ <V >)+p(x). (4.61)
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Figura 4.3: Parametro A para ;= 0 como uma funcao da grandeza adimensional z = kpR.

A unidade de A ¢ obtida multiplicando-se a Eq. (4.41) por k2.

0.4
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Figura 4.4: p(z) em unidades de eV como uma funcao de x = kpR, para Tr = 1 eV.

Como ja mencionado, p(z) na Eq. (4.44) pode ser obtido apenas via cinemadtica e proprie-
dades geométricas do sistema. No caso particular, R — oo, a simetria cilindrica é quebrada

e recomposta para uma superficie plana. Neste caso, da Eq. (4.59), p(x) = 0 e obtém-se

Np =2(<T>+<V>). (4.62)
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Antes de concluir esta se¢ao, mais algumas palavras a respeito da interagao efetiva § que
usamos. Aqui, o potencial efetivo de dois corpos nao descreve férmions interagindo com
um potencial de Coulomb, mas parametriza todo o tipo de correla¢ées que contribui para
o funcional densidade no mesmo espirito do formalismo DFT [60]. Por exemplo, quando
parametrizado através de A o modelo incorpora muitos ingredientes nao especificados para
poder descrever um observavel conhecido. Isto é bem caracteristico de modelos efetivos.
Como ja dito, um sistema de N corpos com interagoes de contato, cuja energia de ligagao do
estado fundamental seja calculada via a aproximacao de Hartree-Fock, contém a primeira
ordem de um caculo com DFT [17]. Isto ¢, o cdlculo vai além da simples aproximacao de
Hartree-Fock. Na fisica atomica, o crossover BEC-BCS é muito préximo do limite unitario.
Neste limite, a magnitude do comprimento de espalhamento de dois corpos vai para infinito
e o alcance da interacao tende para zero. Portanto, o alcance efetivo nulo da interagao
propicia estudos perto do limite unitéario. Neste caso, nossos resultados podem ser vistos
como um primeiro passo em direcao ao estudo de crossover BEC-BCS em uma superficie
cilindrica. Além disso, o modelo que apresentamos neste trabalho foi aplicado com sucesso

para descrever propriedades de nanotubos de carbono de paredes simples(SWCNTSs).

A escala de energia em nanotubos de carbono estd inserida para acoplamentos fortes e
distantes do caso = 0 uma vez que a funcao trabalho experimental do grafeno é —u= 4,8
eV [46]. Nanotubos de carbono tipicos com 5 < R < 15 A tém valores oscilantes da fungio
trabalho em uma média de menos de 0,5 eV. Entéao, a variagdo esperada de Ej,/N e Es/N,
em comparagao com os valores de y = 0 apresentados na figura. 4.1 devem ser deslocados
de u/(2TF) = -2.4 se tivéssemos mantido os valores de u = -4,8 eV e Tp = 1 eV. Numa
situagao real, no entanto, o potencial quimico muda com o raio do nanotubo CNT [61] , e
mostramos na fig. 4.5 os resultados para as energias por particula E,/N e E;/N em fungao
de R em que o valor de A foi obtido para reproduzir o valor experimental da funcao trabalho

do grafeno, GWF=4.8 eV [46].

™

A:

g [T+ G, (4.63)

Substituindo este valor na Eq. (4.39), obtem-se a expressao para fungao trabalho do modelo

[42].

WF:TF{—1+ {G;VFH} %f(x)}. (4.64)

F
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O resultado que se obtém com a Eq. (4.64) é exatamente o mesmo que se obtém computando

-1.0 v 1 ' T 4 T M I v T v T ' T M U ' 1

----E,IN(eV) 1
——E_IN (eV)

2.0 -

E/N (eV)

25 |-

R (A)

Figura 4.5: Energia total por particula Ej,/N e Energia de superficie por particula Es/N em
funcéo do raio R para um valor fixo Tp = 1 eV e A = —138.85 eV.A 2.

WF = —(E,/N + E,;/N) a partir de Fig. ??. Estes valores dao uma boa descri¢ao experi-
mental dos valores da fungao trabalho encontrados para um grande conjunto de nanotubos

de carbono cujos raios variam de 5 a 15A[58]
Finalmente, apresentamos nossas principais conclusoes desta secao,

e Mostramos analiticamente que no tratamento de um sistema com N férmions interagindo,
via uma interacao de contato, sobre uma superficie cilindrica e com o método de Hartree-
Fock, a energia do estado fundamental é totalmente dependente da densidade superficial o,

Eq. (5.77),
Elo] =T[o] + Ulo], (4.65)

em uma estreita analogia com o formalismo DFT.

e Identificamos separadamente as contribuicoes das interacoes Vj, Vi, e cinéticas Ty, T para
obtencao do potencial quimico. Em particular, vimos que V, e V; sao os mesmos, enquanto
as energias cinéticas Ty, e T sao diferentes. A medida que o raio dos cilindros aumenta e no
limite (R — o), T, = Ty = Tr/2. Neste mesmo limite planar, Ej, e F sdo exatamente a

metade do potencial quimico Eq. (4.58).
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e Analiticamente, a diferenca entre as energias por particula de superficie E, e de bulk E,

determinada por p(z), Eq. (4.44), mostrou-se uma pura corre¢ao de tamanho finito.

e Numa aproximagao de Hartree-Fock, uma relacao entre o potencial quimico e a energia
de bulk foi analiticamente encontrada para N férmions com interacao de contato sobre uma
superficie cilindrica, Eq. (4.61). O caso no qual os férmions estao sobre uma superficie plana

¢ um caso particular do anterior, eq. (4.66),
Np =2(<T>+<V>), (4.66)

que é uma relacao fechada relacionando o potencial quimico com os valores médios da energia

cinética e do potencial para um sistema com N férmions em duas dimensoes.



Capitulo 5

Abordagem Relativistica via Campo

Médio

Apresentamos no capitulo anterior uma proposta para tratar férmions sobre uma superficie
cilindrica bidimensional baseada no formalismo de teoria de campos numa perspectiva nao
relativistica. Naquele modelo, a relacao de dispersao E(k) apresentou uma dependéncia
quadratica com relacao ao momentum k. A interacao efetiva entre os férmions foi suposta
ser de contato, interacao delta de Dirac. Havia apenas dois parametros livres, a energia
cinética de Fermi, Er e a constante de acoplamento A. O primeiro, Ep, foi eliminado de
forma a reproduzir uma distribuicao experimental de resultados para cerca de 90 nanotubos
[46]. O segundo, A, foi escolhido para reproduzir, experimentalmente, a fungao trabalho do
grafeno WFG=4.8 eV [45]. No modelo anterior, apresentado para nanotubos de carbono

com raio R, o grafeno torna-se um caso particular quando se faz R — oo.

Neste capitulo, fazemos uma extensao do modelo anterior para o caso relativistico. A ins-
piracao dessa nova abordagem, esta centrada principalmente na estrutura de bandas do
grafeno, que apresenta uma relagdo de dispersao linear para E(k). Quando se fala em abor-
dagem relativistica, poder-se-ia pensar que a velocidade dos elétrons na superficie do grafeno,
aproximadamente a mesma na superficie dos nanotubos de carbono, estaria neste limite. Na
verdade, a necessidade de uma abordagem relativistica, estd muito mais inspirada no enten-

dimento das estruturas de bandas e abertura de gaps, onde este 1ltimo é um problema ainda
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em aberto e de grande interesse. Trata-se também de se obter um modelo que seja capaz de
gerar massa (gap) dindmicamente, que tem sido observada tanto para nanotubos de paredes

simples, como para nanofitas de grafeno [62].

No nosso modelo, vamos considerar interagdes de contato atrativas (indice s) e repulsivas
(indice v). Note que para o caso nao relativistico tinhamos apenas interagoes atrativas.
Nossa tentativa em incluir um termo repulsivo deveu-se a intencao preliminar de que tal
termo repulsivo pudesse representar impurezas no modelo. Como veremos, posteriormente,
isto nao foi possivel, uma vez que repulsao e atracao combinaram-se em um sé parametro.
Mais do que isso, o nosso tratamento de campo médio nao possibilita o tratamento de

impurezas e torna o modelo limitado nesta area.

Seguindo o mesmo procedimento de basear nosso modelo efetivo e relativistico em uma teoria
de campos, a exemplo do que fizemos para o caso nao relativistico, definimos como ponto de
partida uma densidade Lagrangiana. A densidade Lagrangiana proposta tem o propédsito de
gerar, via equacoes de movimento, uma equacao de Dirac. Assim, a densidade Lagrangiana

proposta é
£ = (i — m) ¥ + Go(@)? + Go(Pr)?, (5.1)

onde, como explicado anteriormente, o primeiro termo trata da teoria de particula livre,
o segundo termo uma interagao efetiva escalar e o terceiro termo uma interacao vetorial.
Usaremos a equacao de Euler-Lagrange no formalismo de campos, para obter as equacoes
de movimento. Além disso, faremos uso do tensor energia-momentum para obtermos as
expressoes de campo médio para a pressao, 7%, (i=1,2,3) e para a densidade de energia T
[63]. De forma geral, o tensor energia-momentum pode ser expresso como [63],

o

T =
00,

oMY — g" L. (5.2)

O problema serd resolvido em (2+41) dimensoes, esquematicamente com férmions distribuidos
na superficie do cilindro, veja figura a seguir. Usaremos as mesmas defini¢oes para as matrizes

de Dirac em (3.72). Usando a equagao de Euler-Lagrange, obtemos a equagao de movimento

(i@ — m)]a + 2G (VYT — 2G (V5T ) Uy

+2G (I WY (1, V) — 2G Y5 (Vo V) Yy ap b = 0. (5.3)
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\
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A J

Figura 5.1: Abordagem em coordenadas cilindricas

Para simplificar, definiremos toda interacao no termo

¥ = —2G (V) + 2G Tr{(yp0) — 2G, /(U W)y, + 2G,Tr(v* (¥¥))y,, (5.4)
que escrito em termos das matrizes de Pauli (3.72) se torna

Y =1IY, + ¥, (5.5)

em que o primeiro termo contempla a interacao escalar e o segundo termo a interagao vetorial
onde Yy é o termo de massa e I a matriz identidade 2 x 2. Reescrevendo a equacao de

movimento com as defini¢oes, teremos
[id —m — XV =0, (5.6)

que é a equacao de Dirac com uma interacao Y. Aplicaremos uma transformada de Fourier

em (5.6) do tipo

1 31. ikyxh
U= (%)3/2/(1 ke eue (5.7)

para reescrevermos (5.6) no espago dos momentos

[if" —m — S0 =0, (5.8)

onde f = 4*k, é o quadrimomentum. Note que por uma questao de notagao e redugao dos
graus de liberdade do problema podemos escrever k* = k,. Determinaremos > de maneira

autoconsistente usando o condensado definido por

(U|W) =iTr[Dy], (5.9)
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onde Dr é o propagador de Dirac, dado por
i
[# —m %]
i
Ué”—m—zs—z}ﬂ
1

(" = %5) = (m + %))

Dp =

_ i [(F = ¥) + (m + 5,)]
(= X5) — (m+Zo)] [(# = L) + (m+ Z,)]
i [(}6“ — ¥+ (m+ Zs)}

(R = ¥0)% = (m+ 2,)?]

_ z [(ku —¥,) + (m+ ES)} 7 (5.10)

[k = 30)2 = (R = 352 = (m + 5,)7]

com Y = 4ANH SH =3, e (J — Y02 = (K0 — ¥9)2 — (k' — )2, Podemos reescrever o

propagador (5.9) no espago continuo substituindo o trago pela integral

(Tw) = - / dk’ dk* dk° Dy
i / dkOdk*dk° [(F* — X)) + (m + X5)]
[(ko —¥0)2 — (E@ — %) — (m+ 25)2]

_ z' (%)Z/ dkdk° k“—}f“) + (m+ %))

<k Z3)? = (m+ 5,)’]

zz) (m + 25)2}

onde em ky fizemos uma discretizacao devido a condicao de periodicidade em 6. Portanto
fizemos a substituicdo ([ ks — 25>, sendo S = 27r o perfmetro (arco) do cilindro. Re-

solveremos a integral em k° usando o teorema de resfduos. Os pélos em kY serao obtidos
de
0 = [(K0 =392 = (F = %) = (m + 3,
(K =50 = (K =5 — (m+ %)’
(0 —50) = +\/(F— 22— (m+3,)

K= Zoi\/ — (m+3,)
K = YX04+a com a2:(k — Y2 — (m+ X,)% (5.12)



CAPITULO 5. ABORDAGEM RELATIVISTICA VIA CAMPO MEDIO 88

A integral serd feita sob o contorno do pélo k° = 3% — a,
dk” [(F" — X)) + (m + 5,)]
/ (K0 = 20)2 = (R = 20)? — (m + 5.)?]
= 2mi Res(k°, a)
(¥ — 2“) +(m + 5,)]
_2\/ (m + 2.)* k0=a—%9

(' —X0) + (m + %))

Iy =

, (5.13)
L
portanto, a integral (5.11) torna-se
m
- by
(o) = = ( ) /}mz 2> (m + %) | (5.14)
\/ N (m + )2 k0=a—%0

que ¢ a nossa ultima expressao do condensado onde usando (5.14) em (5.5), calcularemos de

maneira autoconsistente (5.5),

2o 2 (H)y /dkzw _2“> (n+3%,)]

(m + %,)?

A )Z [ e T2 ¢ )

\/k;l—El (m+ X;)?

kO=a—X9

k0=a—%9

< )Z/dk’z L = 2) + (m + 20)]

Fi— $)2 — (m+ 5,2

k0=aq—X%9

( )Z/dkzﬂ{w (F %) + (m+ 3]} . (5.15)

Vi - m P,

Continuando, iremos separar todos os termos, calcular os tragos das matrizes e agrupar por

semelhanca de dimensao das matrizes em [ e v*. Note que usaremos as operagoes

Tr[(F =¥+ (m+2)] = Trlyk — ) +I(m + 3,)]
= (Try,) (K" = 27) + (TrI) (m + X5)
= 0(k" —38) +2(m+ Xy)
= 2(m+X,). (5.16)
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(R —

Tr {" (¥ -

Assim, temos

ABORDAGEM RELATIVISTICA VIA CAMPO MEDIO

L)+ (m+3Z)] v = ¥ =) +Lm + )]y,
= (7"yu) (K" = 2)5) + (v"7) (m + Xy)

= 3(K" = X7) +3(m + Xy).

Yo) + (m+2)]fy = TrBk =30 + 4" (m+ X))y,
= [3Tr(I) (K" = X8) + Tr (v

= 6(k" — 2 +0.

kozang

k0=a—%9

89

(5.17)

) (m + Es)] 7/1

(5.18)

(5.19)
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Y = (—ZGS+4G5—6GU)4L (5) (m+ %) Z/d/&\/ !
m

— (m+ Xy)?

k0=a—3%9

+ (—2G, — 6G, + 12G,) ( )Z/dkz \/kz_ku—zu) (5.20)

g m +2 ) kO0=a—X9

— (m+ Xy)?

DR (Gs—3Gv)%(%) (m + 3, Z/W\/ - 1
+ (3G, — Gy %(j)z/dkg \/kl_ku_zu) . (5.21)

¢ (m + X5)?

k0=a—X9

Separaremos a (5.21) em parte escalar (indice s) e parte vetorial (indice v)

zS:(Gs—:an)% (—) (m+%,) Z/dkz \/ - ! (5.22)

— (m + X;)?

k0=a—%9

(k" — x0)

S = (3G, — Gy) () /dkz\/kz_z

Nesta etapa, podemos ver que as constantes de interacao G4 e G, se acoplam em uma sé

(5.23)

m +2 ) k0=a—X9

constante. Para simplificar a notagao, redefiniremos as constantes de interacao da forma:
G = (G5 — 3G,). Reescrevendo (5.22) e (5.23), temos
GL 1

Vo= o (m+3) Z/d/&\/kl_zl . (5.24)

(m + X;)?

— (m + X4)?

o= ;fj Z/ dk \/ (k" Eﬂ) . (5.25)

k0=a—x9
Separando as componentes de (5.25), resolveremos as integrais em k,, considerando uma
aproximacao para uma teoria finita, mediante o uso de um cut-off. O cut-off nos momentos

é dado por

A — k2 —a® >0, (5.26)
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que foi obtido na equacao

) (/\ — k2 + (kg — 29)2 4 (m + 05)2> =0 </\ — \/m) , (5.27)

portanto, teremos A+ +/k2 4+ a2. Para o vinculo que descreve um metal, temos no cut-off que

¥ =0, X% e m = 0 e para vinculo da geometria do nanotubo de parede simples, o valor de
R (raio) passa a ser quantizado pelos ntimeros quirais (m.,n.). Note que fizemos k' = k;
para simplificar a notacao. Um nanotubo de carbono serd sempre metal para o caso
de m. = n.. Em nosso trabalho, manteremos m ligeiramente diferente de zero para assim
podermos estudar as propriedades proximas do valor critico de m = 0. Adiante usaremos
integrais em k, do tipo

1
dr———— = Inl|x + V22 + a? 5.28
Vi eVt (5.28)

2 1

P |

Vaz+a?2 2
Calculando X

GL 1
Y = (m+ %) E /dk’2
27TA \/kl—El (m + )2

WP TR - ran [z 4 VT ). (5.29)
( ) - getin |

A2 — k2 z
- 22)3 / i
27TA e I
GL A2— k:2 dk?
= )
2ra " Z / k7 + k2 + X2

_ gjj(mmz{m (Voo —k+ v s) i (VATHE)] 30

n

Note que (K — 55)” = (0 — )% + (k° — 55)2 = k3 + 2 ¢ que b = b,

v
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Calculando X

_ ¢k > N -k (5.31)

Calculando X3¢

= 0, (5.32)
uma vez que kg = % e temos uma soma de (—o0) a (+00) em um termo linear ky.

As equagoes que contemplam toda fisica de interacao do problema sao:

¥, = %(m +2)Y [zn (M+ A2+ Eg) . (m)} (5.33)

n

zoz%z,/AQ—kg. (5.34)
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5.1 Equacao de Gap e o calculo de G critico

Reescreveremos a equacao de gap da forma
GL I
s

para o caso do metal, partindo da suposicao que exista um G critico para o caso de ¥, = 0,
porém admitiremos que este G,.; também admita solugoes ¥ ## 0. Assim, supondo que X
seja infinitamente préximo de zero mas ainda finito e no limite de m = 0, a equagao de gap
pode ser reescrita como

G = N2 —k2 [Nk
m21n<\/ — +\/ 41 =1, (5.36)

—Nmazx

onde usamos A = 27 R L. Tomando o limite do continuo R — oo, ( — % /OO dk9>
com G = G,; para o caso X, = 0 a soma se torna uma integral. Das conndi(;ées acimz; E)camos
com

a’ = (kg — X)) + (m+X,)* =k; .
Logo,

G., [ N2 A
dk?1 14— =1:
w2 /oo n( ko - |k‘0|) 7

ko
com y = 0 ficamos com

2N Gei 1 [1 1
/\f /dy ln( —2—1+—):1 (5.37)
™ 0 Yy Y

T
A solucao da integral é 7 Portanto,

s
Geri = — 5.38
- (539)

O G.; também pode ser obtido de maneira mais geral para m # 0.

Com a aproximacao para G.;, temos agora um parametro a menos para determinagao de

Y5, j& que para o metal, m = 0 e 3y = 0, Eq.(5.32).
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5.2 Analise termodinamica do problema

Até agora nao temos ainda qualquer andlise termodinamica do modelo. As anélises ter-
modinamicas serao derivadas a partir do calculo das médias das componentes do tensor
energia-momento (T*”) a exemplo do caso nao relativistico [42]. Partindo da Eq. (3.40),

calcularemos as componentes do tensor T"*.

Célculo de T

- — -

T = i(T7°F) — (U (i — m) U) — G, (DW)? — G (T, W) (Us0,)+
G (T = Gty [ (W), ()| (5.39)

T = (T (—id'0" —m) W) — (¥ (i — m) U) — G(PV)? — G (W, W) (VW) +

FGATYW)? = Gty [ (0T, (90)] (5.40)

G (T T)? — Got, [yu@y\im(xpro (5.41)

— —i(TA°0) + (UTT)

L. N2 - N\ 2 .
= —i(T40F) — {Gs (th) G, 524 G, (mﬂz) - vaﬂzwz} (5.42)
onde a equagao de movimento,

(i) —m— %) ¥ =0, (5.43)

oL ak* (20 - Ve a?) ©
Z/ Vk.* 4 a2

H{UANOT) — (U (i — m) W) = (W (—id'd" —m) W) = (UF (—ia'd'Bm)). (5.44)

Usando a métrica cilindrica, i) = i7°0" — i7'0", onde a parte espacial é: (£0p ; 9s)

9l dk* (zg - VES + a2>2 S
) Vit a

TOOZ—




5.2. ANALISE TERMODINAMICA DO PROBLEMA
N\ 2 - N\ 2 - ~
. {Gs (tTE> G431 G, (m“z) . vaﬂzwz} ,

com Y =3, + 'y“f]% . Assim,

= 4GS, 4 2G,5, + 2G,Y, — 4G, Y, + 6GL5, + 2GS,

=2G, X0 — 4G, X0 — 2G, X0 = 2 (G, — 3G,) X0

)
Y, = —2G, X, + 6G, 2, = —2(G, — 3G,) &,
EO
20 = 2(Gy — 3G,) X!

Y 1
Y= —3G STy a0 ~ 2@ —aay Y

Ainda, desde que
Y=3 5t () =1,

£ (2 s ) Y (is n i,,) = 352 4 £"8, 7,8, = 352 — 2 (X2 — 02) .

Podemos escrever T de forma compacta,

2
. ak (29— VeI +a?) O
o= _%;/ V4 a2
{ —GE, G (E AT %)
(Gs—3G,)  2(Gs—3G,)’

_ (35 —%5) G, (637 — 2%F + 257) } e
(G, — 3G,)? 4(Gy —3G,)°
2
L dk* <28 -V k?z2 + (l2> © 1
B _%Z/ 1/]4/:z2_}_a2 +ﬁ

Por analogia, reescreveremos a forma geral das componentes tensoriais

T = i(Uy' ) + gL

18 z_zi i B
po Ty [HOU B g

V2 + a2

(B2+ 3% —%5) g%

95

(5.45)

(5.46)

(5.47)

(5.48)

(5.49)

(5.50)

(5.51)

(5.52)
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Note que para o caso de T que haviamos obtido, a integral é

X)) (5.53)

e
ki’ + a? kK0=39—/k.?+a2
IV =ikI W (5.54)

usado antes.

De modo Geral:

+ g™ 2432 -%2)| . (5.55)

el

Z/dkz k“—E“)k
vk +a 0T
As defini¢oes de tensores serao no préoximo capitulo associadas a densidade de energia e

pressao para definir a termodinamica do modelo.

5.3 Parametrizacao do modelo

A geometria cilindrica de nanotubos confere propriedades tinicas em sistemas quanticos de
muitos corpos restritos a uma andlise da superficie. Neste capitulo, estamos interessados
em investigar as propriedades termodinamicas de um sistema de elétrons na superficie de
um condutor cilindrico mediante uma interacao efetiva de contato entre os elétrons. Um
estudo a partir de uma abordagem nao relativistica ja foi realizado no capitulo anterior.
Consideraremos agora a abordagem relativistica desenvolvida no capitulo 3 que parte de
uma Lagrangiana com interacoes de contato cujos acoplamentos propostos (escalar e ve-
torial) permitem que as equagdes de movimento (obtidas pela equacdo de Fuler-Lagrange)
gerem equagoes tipo Dirac Eq. (5.6) com dois tipos de interagoes, uma Gy de potencial
atrativo efetivo e uma interagao vetorial repulsiva G,. O modelo de N férmions é resolvido
através de uma aproximacao auto consistente de Hartree-Fock que é aplicada para estudar
as propriedades eletronicas de nanotubos de carbono de paredes simples (SWCNTSs). A par-
tir da expressao para o calculo das componentes tensoriais, foi possivel fazer uma analise
termodinamica da densidade de energia e pressao do sistema de férmions. Na forma como
se apresenta, o raio do cilindro é uma variavel continua e em principio a condi¢ao de pe-

riodicidade da funcao de onda dependente de 6 dé-se sem que tenhamos que selecionar os
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nimeros quanticos para cada tipo de nanotubo de acordo com sua quiralidade. No entanto,

os numeros quirais (n,m) definem o raio do nanotubo, de acordo com a relagao,

2 2
R:\/gao [\/m +nm-+n n

2m

4(n® + nm +m?)* — 9n’m?(n +m)*> 1
(n® + nm + m?) n*m*(n 4+ m) Lol (5.56)

64(n? + nm + m2)7/2 n?

com ag = 1,42 A sendo a distancia interatémica da ligacio C' — C' no grafeno. O segundo
termo da Eq. (5.56) é devido a efeitos de curvatura para pequenos raios [64]. Portanto, no
nosso modelo usaremos a Eq. (5.56) para calcular R em func¢ao dos ntimeros quirais m e
n. Assim, podemos inferir cada categoria na qual se classifica os varios tipos de nanotubos

pelos valores assumidos de (n,m), chiral (n # m), zigzag (m = 0) e poltrona (n =m).

Como apontado por Baughman [65] os nanotubos de paredes simples (SWCNTs), consistem
de uma tnica folha de grafite devidamente enrolada (ver Figura 2.9) na forma de tubos.
Estes tipos de processos sao capazes de gerar nanotubos tipo condutores e semicondutores
mediante a descricdo dos vetores chirais. Iremos calcular os tensores 7%, T%* e T% a partir
de um cut-off A que torne suas expressoes finitas com aproximacao para o caso do metal (gap
nulo). Na verdade, A guarda uma certa relacdo com o momento de Fermi kr do caso nao
relativistico anteriormente apresentado. Nesta escolha de A usaremos m = 0, conveniente
para parametrizar o grafeno onde o gap (a energia que separa a banda de condugao da banda

de valéncia) é zero. As equagoes principais para andlise do problema sao

GL N — k] N — k3
S, = ﬂ(m—l—zs);ln <\/ - +\/ S+l (5.57)

zoz%z,/w—kg, (5.58)

onde

a® = kj + (m + ,)°. (5.59)
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As solugoes nao triviais da Eq. (5.57) com m = 0, isto é, ¥; # 0 indicam a possibilidade
do sistema abrir “gap”. Trata-se aqui de geragao dinamica de massa. A Eq. (5.58) esta
associada ao ntimero de particulas, como veremos posteriormente. Neste particular, %°
guarda uma semelhanca direta com o somatério que define o nimero de particulas no caso
nao relativistico onde aqui, A faz o papel de kr. Apesar desta grande semelhanca, veremos
que tanto A quanto kr determinam as escalas da abordagem relativistica e nao relativistica,
respectivamente. Vamos a seguir explicitar com mais clareza cada componente de nossos

tensores.

Calculando 7%

1
00 2 2 2
+g (QG(E + 25— Ee))-

N2— k2 0\ 7.0
=y [ e 20
N/ A2— k2 /{22 + a?
Substituindo £° temos

700 _ Z/

K-\ /E—a?

N2 — k2

k* 20 —VkI+ a2> +9% (21(;(22 + 32— 23))

A2 — k2

2L 1
TOO I —— dk? ]{32 2 00 22 22 22 )
N A A= L R U A

Como a fungao g(k,) = \/k2 + a? = g(—k.) ou seja, a fungao g(k,) é par, podemos dividir

os intervalos de integracao da forma.
2L o
T = —=%" [222 /
Am ~

0
A segunda integral é da forma

de—Z/

0

1
dk* k2 + a?| + g% <2G(22 + 32 - z§)>

1 1
/ dr Va? +a* = 3 (9:\/:1:2 +a2> + §a2 In <x+ Va? +a2> . (5.60)

Substituindo a integral (5.60) e aplicando os limites de integracao, podemos escrever T

CcOo1mo

2L
Toozm [(228\/A2—k§>—\//\2—k§\//\2—k:§+a2 (5.61)
2 _ .2 2 _ 1.2
—a2ln<\//\ 2k9+\//\ le—i—l)
a a

1
v (- 5).
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Calculando 7%

N2 k2 Y= k)z
W2 B) 17 | ( (35 + %2 - 23)).

=== Z/\/w m

Lembrando que Y7 = 0, pois trata-se de uma média de um vetor de —L a +L,

N2 k:2 k? 1 ) ) )
Z/m m ( (Eo+ 2, = 29)>'

Por um argumento de paridade semelhante ao caso anterior, podemos escrever

o1 VARG k2 1
2 dk? ——2—— + ¢** PIED Y 22).
Z /o VK2 +a? g (2G( o)

A integral acima é do tipo

2 1 1
x % =5 (mx/ﬁ —I—a2> — §a2 In (x—i— Va? +a2> :
Va2 +a

Usando a integral (5.62) e aplicando os limites de integragao de T%*, esse pode ser escrito na

(5.62)

forma

—2L
T = 2 [\//\2 K3\/A2 — K + a? (5.63)

/\2 _ k,2 /\2 _ k2
2 9 9
—a ln(\/ s + \/ 2 + 1)

Calculando 7%

Lembrando que %¢ = 0,

A2 k2 1
766 _ g% DIED Y g 3} ) .
Z /,/A2 K2 \/kQ—i—a? ( ( o)
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Por um argumento de paridade semelhante ao caso anterior, podemos escrever

2L VAR g
T%:_Ez%g i \/m < (32 + 22— 23))

A integral acima é do tipo

dx
/ \/ﬁ = ln(2:c + 2\/ .CUQ + CL2). (564)

Substituindo a integral (5.64) e aplicando os limites de integracao de T%, poderemos rees-

creve-lo como

T% — k In kQ N — Ky 1 o0 (1 »2 4y o x2 5.65
*_GZ s e B T 5) ) - (5:65)

Obtidas as componentes dos tensores, precisaremos da equacao termodinamica para o grande

potencial 2 = —PV |
U=S5T—- PV + uN. (5.66)

Como estamos trabalhando em duas dimensoes, o volume V' acima serd substituido pela area
A. Para o caso de temperatura nula (7' = 0), dividimos toda a expressao acima por A, que
apods a consideracao anterior,

U —PA uN

A4 A
ou
P
p=r (5.67)
g
com
N
S=0 (5.68)
e

U
T=¢ (5.69)
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A pressao e a densidade de energia podem ser determinadas pelos tensores:

e=T% (5.70)
(§]

P=T" (5.71)
Portanto,

p= w. (5.72)

Para valores pequenos de R, T%* ¢é diferente de 7%. Para valores grandes de R se espera
que T% = T%_ Isso porque para valores grandes de R as componentes dos tensores tornam-
se iguais, devido a questoes de simetria. Note que no caso tridimensional com geometria
esférica, todas as componentes tensoriais sao iguais. Expressaremos p da forma

B TOO + T#*

g

i (5.73)

que nos fornece depois de usar as equagoes (5.61) e (5.63)

4L

O numero de particulas é dado por

N = gZ\/M—ke
T n
4L k2
)
_ A a1 _ K
N wR/\ (/\R; L /\2>

= ARy, (5.75)

1 n?
em que definimos f(z) = — Z \/ 1 — —; com a substituicao x = AR. Veja que f(z — o0) =
x x

5, apéndice A, secao A.1.

N
Definindo-se a densidade superficial de elétrons como 0 = — e A = 27 RL, obtém-se

A
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22
g =

(). (5.76)

2

Ainda, podemos escrever (5.95) em funcao de f(z)

2LG N* R
Am
ou em termos dos parametros
GN?
Y0 = — (5.78)

Usando agora a Eq. (5.74)

4L
o= s [ i) V]
oA ~
47, ARLN?
N=—— A2 — k2 =
T En:\/ 9 - f(x)
e entao

Y N2 =k =RA f(z). (5.79)

Das equagoes (5.78) e (5.76) em (5.74), com Xy = 0, reescreveremos y na forma

_GN?
==

com

u f(2) = VA2 + (m + 2,)? (5.80)

O potencial quimico acima, nada mais é do que a energia de particula independente (single

particle) do modelo e na préxima segao o associaremos a fungao trabalho, definida como

WF=—pu (5.81)

5.4 Calculo da Funcao Trabalho para o Grafeno

Consideraremos agora o limite para o grafeno, que consiste em “abrir” o nanotubo. Para

tanto, tomaremos o limite de R — oo, onde definimos

WFG = —pCfF (5.82)
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que é a energia necessaria para arrancar um elétron da superficie do grafeno. Note que
neste caso fazemos m = 0 e X3 = 0, auséncia completa de gap. Neste limite, a fungao f(x)

converge,
Flz — 00) = g (5.83)

e por consequéncia

2
o= (5.84)
m
Entao, )
G
WFG = — " + A.
2
Isolaremos o termo
GA? 2
= (A-WFG), (5.85)

No apéndice 2 calculamos o G partindo de uma analise no espago continuo da Eq. (5.57)
para o caso de m = 0 e obtemos G = 2WFG = 9.6 eV. Agora, de uma forma diferente,
partindo da Eq. (5.85) também podemos mostrar o mesmo resultado. Resolvendo a equagao

do segundo grau em A

- %ﬂ A +%7TWFG (5.86)

A solucao sera da forma

A== <1i,/1—§WFG>, (5.87)
G T

com a restricao

1—§WFGZO.
T

Para o caso limite de 1 — m = 0 isso implica
.o
G =G = —,
VAN
substituindo este resultado
2G _ 2WFG

—WEFG = = 1.
A

™
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Portanto,

A =2WFG = 9.6¢eV. (5.88)

Esta segunda forma é extremamente mais simples de derivar. Continuando, iremos substituir

a identidade (5.85) na Eq. (5.80)

WF = %(I) (WFG — A) + /A2 + (m + %,)2. (5.89)

Se definirmos a energia de Fermi relativistica da forma

ER = /A2 + (m+ %) (5.90)

entao podemos reescrever W E' na forma

WFR = pR Ff:") (V[;];G - E%) + 1} . (5.91)

Note a semelhanca desta expressdo com a funcdo trabalho ndo relativistica W FNE obtida
no capitulo anterior como sendo

WFNE = B {2f75x) (WEZG + 1> - 11 . (5.92)

Iremos agora tratar o problema numericamente atribuindo os parametros de acordo com a

Tabela 5.1

Tabela 5.1: Descricao dos parametros usados no modelo

Simbolo  Descrigao Valor
WFG  Funcao trabalho para o grafeno 4.8 eV
1 Potencial quimico w=-W=F
A Cut-off relativistico 9.6 eV
EE  Energia de Fermi relativistica VA2 + (m+ X,)2
vy Velocidade de Fermi do modelo relativistico %[51]

Er Energia de Fermi nao relativistica 1.2 eV[43]
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5.5 Resultados

5.5.1 Abordagem Geral, R Continuo

Considerando as equagoes (5.57) e (5.22) e resolvendo-as numericamente de maneira a de-
terminar X, usando os parametros da Tabela 5.1, calculamos as componentes do tensor
energia-momento 7%* e T% para vérios valores de R, mostrando que para R suficientemente
grande, as componentes tensoriais sao iguais como previstas teoricamente por questoes de
simetria. A Figura 5.2 mostra o grafico que descreve o comportamento das componentes

tensoriais 7% e T% em funcao do raio R.

42 VIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

- T% B
a3y e To® —
4,4 — —

T (eVA2)

-4,8 T 7 T T T 1 T T T T 1 T
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Figura 5.2: Componentes do Tensor Energia-Momento T (linha cheia), T% (linha ponti-
lhada) em fungao de R

O modelo de elétrons quase-livres para nanotubos de carbono para o caso relativistico tem
a mesma estrutura geral do caso nao relativistico, isso pode ser observado pela semelhanca

entre as equagoes (5.91) e (5.92). Porém, h4 sutilezas que os diferenciam.

O grafico da funcao trabalho W FGE para os ajustes dos pardmetros G' e A mediante as

aproximacoes tomadas, possui um comportamento assintotico devido a dependéncia com a
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fungao f(z) que converge para o valor 7 com R suficientemente grande na ordem de 15 A,

recuperando a funcao trabalho do grafeno WFG = 4,8 eV. Os resultados mostram que o

modelo relativistico oscila menos que o modelo nao relativistico para os valores da funcao

trabalho, ver Figura 5.3.

54 L1 L1 L1 L1 L1 L1 L1 A B
| — WFR [
5,2 — ______ WFNR -
5 — -
4,4 — —
4,2 — —
4 T T T T T T T T T T T T T T T T T
2 4 6 8 1 14 16 18 20

0 12
R (A)

Figura 5.3: Funcao trabalho relativistica (linha cheia) e nao relativistica (linha pontilhada)

em fun¢ao do raio R

Este fato deve-se aos diferentes cut-oft’s que se relacionam com A 3.23 onde A é o cut-off
relativistico e kr o cut-off nao relativistico. Portanto, para um mgsmo raio R o parametro z,
do qual depende fortemente a funcao trabalho relativistica, é transladado. Este fato implica
na convergéncia rapida da fungao trabalho. A fungao trabalho WF' é a energia necessaria
para arrancar um elétron da superficie do nanotubo. Note que para o caso nao relativistico,
a banda escolhida como preenchida foi a superior, ja no caso relativistico a banda escolhida

foi a inferior de acordo com a figura 5.4.

Esta escolha é devido as propriedades do grafeno, que apresenta sua banda inferior com-
pletamente preenchida e um gap nulo. Para o modelo relativistico, a massa de portadores
de carga é nula, dessa forma, nosso modelo foi proposto para gerar massa dinamicamente,

Y5, que é uma consequéncia direta da Eq. (5.57). Apenas com uma verificagao de que as
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Figura 5.4: Distribuicao dos elétrons na banda

oscilacoes WFE ¢ W EFNE s3o0 diferentes por uma questao de escala, iremos impor a seguir
uma escala comum para mostrar que neste caso tais oscilacoes adquirem um mesmo padrao.
Igualaremos os cut-oftf’s de ambos os casos para colocarmos os modelos numa mesma escala.

Assumindo-se
A 3600

ke
1000+/ENE
E

Y

forcamos a igualdade dos cut-off’s para determinarmos a energia de Fermi nao relativistica

ENE necessdria para por os modelos na mesma escala.

A 3600
ke 1000/ ENF

ENE =12,96 eV (5.93)

Veja na Figura 5.5 o comportamento das fungoes trabalho de cada caso, numa mesma escala.
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52 PN T T T T N T A M B B A B A

51—t

WF (eV)

4,7 T 17 T 17 17 17 17 17 17 T 717

R (A)
Figura 5.5: Fungao trabalho relativistica (linha cheia) e nao relativistica (linha pontilhada)

ambos numa mesma escala em funcao do raio R

Note que para reescalarmos os modelos, a energia de Fermi nao relativistica deve ser apro-
ximadamente 10 vezes 1,2 eV, que foi a energia de Fermi usada em [43] para descrever o

modelo nao relativistico.

5.6 Raio R em Funcao dos Numeros Chirais

Nosso modelo foi proposto para raios continuos. No entanto, nem todos os raios sao possiveis
durante o processo de enrolamento de folhas de grafeno para gerar um dos tipos de nanotubos,
quirais, zigzag e armchair. Podemos expressar os raios possiveis através de uma combinagao
dos nimeros quirais que contém informacoes das condigoes de contorno necessarias para
enrolamento das folhas de grafeno. Isto torna possivel comparar os resultados de nosso
modelo com dados experimentais e com outros modelos, tais como por exemplo, o tightbinding
[27]. Também podemos incluir corre¢oes de curvatura importantes para raios pequenos
(R < 5 A por exemplo). Isto serd feito via a Eq. (5.56) proposta por Cox e Hill [64]. Desta
forma, associa-se R continuo a um par de nimeros inteiros n e m, conhecidos como nimeros
chirais que satisfagam a Eq. (2.42) que define a dire¢ao em que a folha de grafeno é enrolada

[27]. O raio serd entao obtido quando se substituir os nimeros chirais (n,m) na Eq. (5.56).
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Nosso modelo, veja Figura 5.3, apresenta uma fraca dependéncia de W F' com relacao ao raio
R. Nas figuras 5.6, 5.7 ¢ 5.8 W F' é mostrado em funcao de R separadamente para os casos

de nanotubos tipo zigzag, armchair e chiral.

Note que no caso do modelo nao relativistico tais oscilagoes eram maiores e desta forma foi
possivel reproduzir as oscilacoes experimentais de W F em funcao do raio para valores de R
entre 5 Ae 15 A [45, 46]. Isto sugere que se necessita ter mais ingredientes fisicos em nosso
modelo relativistico, quais sejam: a) inclusdo de ordens superiores nos acoplamentos dos
campos ainda no estagio de se propor a Lagrangiana ou b) introdugao de quase particulas
no mar de Fermi (energia positiva) ja que no modelo presente estas estdo no mar de energias

negativas (valéncia).

53 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

T Zigzag B
5.2 7 — Sem correcdo

t Com correcao
5,1 — —

S ST 71 T 1 T T T T T T T T T 1

R (R)
Figura 5.6: Funcdo trabalho para o nanotubo tipo zigzag (n,0) com R de acordo com a Eq.

(5.56)
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5,3

4,5

Eq. (5.56)

u w w
(o N w

w

)

eV

110

Armchair

—— Sem correcao

Com correcao

8
R (A)
Figura 5.7: Fungao trabalho para o nanotubo tipo armchair (n,n) com R de

10

T T T
12

14

acordo com a

(
|

4,5

Figura 5.8: Fungao trabalho para o nanotubo tipo chiral (n,m) com R de

(5.56)

T
X

Chiral
Sem correcao
Com correcao

8
R (A)

10

12

14

acordo com a Eq.
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Para concluir esta secao apresentaremos nossos resultados na tabela da Figura 5.9 para
comparé-los com calculos de primeiros principios apresentados na referéncia [1]. Uma vez
que, nesta referéncia o cdlculo para a W F' para o grafeno foi de 4.48 eV e nao 4.8 eV como
vinhamos utilizando, tivemos que ajustar nosso modelo para obter W FG = 4.48 eV. Assim,
nosso cut-off A passa a ser A =2WFG =8.96eV e nao 9.6 eV como foi utilizado ao longo

da dissertacao.

R(ﬁ) Ref [41] (eV) Modelo (eV) variacao (eV)

Armchair
2,075 4,480 4431 0,05
2,747 4,500 4,494 0,01
3,424 4,503 4,537 0,03
4,065 4,511 4,549 0,04
5,413 4,523 4. 457 0,07
6,720 4,525 4,465 0,06
8.197 4,523 4,508 0.01
10,869 4 520 4474 0,05
13,514 4,510 4,488 0,02
20,000 4,500 4,480 0,02
33,333 4,496 4,481 0,02
Chiral
1,515 5,520 4,439 1.08
2,118 4,700 4,465 0,24
2,762 4,560 4,504 0.06
2,857 4,640 4,571 0,07
3.125 4,500 4,420 0,08
3,484 4,570 4,571 0
Zigzag

1,672 5,900 4 667 1,23
2,083 5,350 4 437 0,91
2,500 4,960 4,403 0.56
2,762 4,970 4,504 0,47
3,164 4,790 4,429 0,36
3,571 4,500 4,474 0,03
3,906 4570 4417 0,15
5,000 4,520 4,460 0.06
5,102 4,550 4,486 0,06
5,434 4,521 4,455 0,07
5,820 4,525 4,518 0,01
6,250 4,539 4,479 0,06
6,578 4,517 4,463 0,05
6,954 4,529 4,500 0,03
7,352 4,529 4,471 0.06
8,928 4,519 4,469 0,05

Figura 5.9: Comparagdo dos resultados entre a referéncia [1] e nosso modelo

Pode-se entao verificar que a exemplo de nosso modelo relativistico os calculos de primeiros

principios também preveem oscilagoes para a funcao trabalho.
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5.7 Aplicagoes para nanofitas de carbono

Inicialmente vamos agrupar os resultados principais desenvolvidos nas se¢oes anteriores. Para
poder aplicar o método ao caso de nanofitas de carbono observamos o seguinte. Comegamos
com uma geometria cilindrica apropriada para descrever nanotubos. As coordenadas apro-
priadas sao a posicao ao longo do nanotubo, eixo z e o angulo no plano transverso 6, veja
ref. [43]. As nanofitas sdo obtidas desdobrando-se nanotubos de carbono de comprimento
infinito. A folha resultante é uma nanofita com largura W apds eliminagao de defeitos nas
bordas (dangling bonds). O procedimento para se obter nanofitas de carbono a partir de
nanotubos é discutido na ref. [3]. Assim, os modos de Dirac sdo quantizados ao longo da
diregao transversa com a imposicao de que os spinores anulem-se nas bordas da nanofita.
Desta condicao, segue que os valores de momenta transversos permitidos sejam dados por
k, =nm/W,onde n = £1, £2,- -+ | Nypae COM Ny, sendo o maior valor inteiro menor do
que AW/m. Note-se aqui que as novas condi¢oes de contorno para nanofitas de carbono
excluem o valor n = 0, presente nos calculos de nanotubos de carbono. O valor maximo
do momentum estd indicado na Fig. 5.4 (este valor é A) e diz respeito ao preenchimento
dos elétrons na banda de valéncia com energias negativas. Para esta aplicacao, reunimos
as equagoes principais para as equagoes de auto-energias gap apos a integracao ao longo do

momentum longitudinal,

2G +Nmax
Y, = W(ZS—I—m) n; S(k,), (5.94)
2G A2
o= = f@), (5.95)
2G +Nmax
o= == S(k,) (k, — %0 5.96
v o n:; (Kn) ( ) (5.96)
onde
A2_k2 A2_k2
S(k) =1n \/ - +\/ p +1] (5.97)
1 Tmes n2
- = 1— — 5.98
f(z) xn; = (5.98)
(]

a? = (k, — X9)% + (2, +m)*. (5.99)
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Nas equagoes acima nds definimos = = AW/7 e colocamos um fator 2 para levar em conta
os elétrons nos pontos K e K’. Pode-se notar que as equacoes incluem uma massa de
repouso m para os férmions. Entretanto, em nossas aplicagoes consideraremos apenas o caso
m = 0. A auto-energia escalar, X, é identificada como sendo a metade da largura do gap da
nanofita. A auto-energia da componente vetorial é de fato um 4-vetor contendo componentes
espago-tempo. Entretanto, por questoes de simetria, somente a parte temporal dada por X9

sobrevive. Esta componente esta diretamente relacionada ao niimero de particulas N através

de
(5.100)

onde L é o comprimento da nanofita de carbono. Na visao relativistica de nosso tratamento,
o grafeno é reobtido ao se fazer a largura da fita ser infinita (/W — o0). Neste caso, nao
hé elétrons na banda de conducao e a banda de valéncia é completamente preenchida, nao
havendo qualquer gap entre as bandas, isto é, X3 = 0. Assim, restaria ser parametrizada
apenas a Eq. (5.95), uma vez que X3 = 0 é uma solugao trivial da Eq. (5.94). Lembremos
que estamos considerando m = 0. Mesmo assim, ao se considerar valores grandes mas
ainda finitos para W, a Eq. (5.94) admite solugoes além da trivial X3 = 0, gerando assim
gaps dinamicamente. Em nossas aplicagoes, usaremos o valor de G = G, = 7/A, onde

A = 2GWF = 9.6 eV. As quantidades, G..;; e A ja haviam sido obtidas na se¢ao anterior.
O procedimnto numérico é o seguinte:

(i) para cada largura da nanofita W, x = AW/m e k,nm/W sao definidos limitando os
valores de 7,0, < 2. (i) uma vez que %% = 0, a®> = k2 + X2 e a Eq. (5.94) pode ser
resolvida iterativamente pra computar a energia de gap, F, = 2%,. Note que, 2V é calculado

diretamente da Eq. (5.95).

Na Fig. 5.10, apds resolver a Eq. (5.94), nossos resultados tedricos para o gap £, = 2Xs
sao apresentados em comparacao com os dados experimentais da ref. [2]. Como podemos
verificar, ha concordancia com os experimentos para um grande ntimero de larguras W. Note
que nao fizemos qualquer outro ajuste de parametros e os resultados foram completamente
obtidos da forma simples que o modelo apresentou. Isto sugere fortemente que nosso modelo
conseguiu capturar os ingredientes fundamentais para a abertura de gaps. E claro que a me-

dida que a largura W diminui, os parametros do modelo, ajustados para descrever o grafeno,
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de largura infinita, comecam a nao bem descrever a fisica contida para regices de elétrons
geometricamente préximos, exigindo mais detalhes que a interacao efetiva nao consegue cap-
turar. Mesmo assim, a fisica de nanotubos de carbono mostra que para regioes de raios
pequenos entre 0.5 e 1.5 nm a funcao trabalho oscila com uma amplitude de aproximada-
mente 0.5 eV ou menos em torno da funcao trabalho do grafeno GWF. Mais ainda, a medida
que o raio do nanotubo aumenta as oscilacoes rapidamente tornam-se suaves, convergindo
para o valor GWF. Estas consideragoes justificam o comportamento de nossos resultados

para a Fig. 5.10.

0.5 T T T T T T T T
- A Experimental data from ref. [6] §
— Our model
04 &{ N
L - | 4
03@& | — —
~~
>
3 - -
&0
M 02 R
0.1+ =
0o, | . | o |i . | . A
0 10 20 30 40 50
W (nm)

Figura 5.10: Resultados comparativos entre nosso modelo com 0s dados experimentais obtidos

na referéncia [2]

Comparamos também nossos resultados com outros obtidos teoricamente através de sofis-
ticados modelos com funcional densidade tais quais Perdew et al (PBE) [66] e Heyd et al
(HSE) [67]. Pode-se ver da Fig. 5.10, que nossos resultados situam-se entre os dois célculos

de DFT usando os modelos PBE e HSE apresentados pela ref. [3].
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3-5 |* 1 T 1 1 | T T
L O HSE |
3r ® PBE n
- % Our model -
25F % © .
2 =
o
% | o % |
- 15 * o
80 *
- I 0% 0 1
1_
F o
0.5
0_ —
L e |
_05 1 | 1 | 1 l 1 | 1 | 1 | 1
“0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Figura 5.11: Resultados comparativos entre nosso modelo com os obtidos por métodos teoricos

utilizando DFT [3]

Finalmente, algumas palavras sobre como melhorar nosso modelo. Para larguras pequenas
das nanofitas ha um aumento da energia cinética dos elétrons podendo eventualmente levar
alguns deles para a banda de condugao. Portanto, talvez, para pequenas larguras o modelo
necessitasse nao apenas de um cut-off A mas de dois: A; e Ay para as bandas de valéncia e
de condugao respectivamnte. Mais ainda, a medida que W diminui, as bordas comecam a
revelar peculiaridades distintas das nanofitas zigzag e armchair que nao foram incorporadas

nas condigcoes de contorno de nosso modelo.



Capitulo 6

Abordagem relativistica via

formalismo de temperatura finita

6.1 Formalismo de temperatura finita

Neste capitulo, iremos construir uma nova abordagem que, para casos limites, contempla os
resultados da modelagem do capitulo 5. Essa nova abordagem permite a discussao de varios

pontos importantes tais como:

e estudar o modelo para temperaturas diferentes de zero;

e Aplicar, pela primeira vez, o modelo de Gross-Neveu para uma geometria cilindrica,

preparando-o para uma eventual aplicacao futura.

Em uma tentativa de simplificar, usaremos o modelo de Gross-Neveu, ja que a densidade
Lagrangiana deste modelo se assemelha a densidade usada na abordagem do capitulo 5,
exceto pela interacao vetorial que, como discutida também no capitulo 5, nao representou
um parametro significativo, ja que as interacoes vetorial e escalar combinaram-se em uma
unica constante. Adiante, faremos uma apresentacao rapida da Lagrangiana do modelo de

Gross-Neveu e daremos sequéncia na solucao da equacao de Dirac em coordenadas cilindricas
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para um potencial efetivo via integral funcional e usaremos o formalismo de Matsubara para

introduzir a temperatura.

O modelo de Gross-Neveu é aplicado a teoria quantica de campos relativistica com interagoes
fermionicas quarticas. O modelo admite uma expansao com parametro 1/N, onde N descreve
o numero de férmions interagentes sem massa. O modelo de Gross-Neveu pode ser descrito

pela seguinte densidade Lagrangiana:

L= Tigv + L (g2 6.1)

onde ¥ representa um campo fermionico, que para nosso modelo ira descrever os elétrons
quase livres na superficie de um nanotubo de parede simples. A constante gy é de aco-
plamento para os campos fermionicos. Para N grande (N — o0), descrevemos o chamado
limite large N approzimation, onde o fator 1/N pode ser usado como pardametro perturba-
tivo, definindo-se A = ¢go/V, e toma-se o limite de N — oo com A fixo. Por uma questao de
analogia com o modelo desenvolvido anteriormente, redefiniremos a densidade Lagrangiana

da forma

£=wigw + o (uwy (6.2)

Estamos interessados em resolver este modelo em (2 + 1) dimensoes usando coordenadas
cilindricas, com o raio fixo. Usaremos as mesmas defini¢coes para as matrizes v do capitulo 5,
escrevendo-as, devido a singularidade da dimensao, em fungao das matrizes de Pauli, como

segue

Note que

0 __ 0 __ ~ z __
=03, 7V =102 €7 =101,

(6.4)
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onde o; sao as matrizes de Pauli. Utizando a transformada de Hubbard-Stratonovich na
densidade Lagrangiana, obtemos a tltima em funcao de um campo auxiliar, que em nosso
modelo trata-se do potencial ¢:

1

EZ\I/Z(?\I/+2GS

¢* + Vo, (6.5)

Usaremos a seguinte aproximacao de campo médio
¢ =—G,(VV) = -G (V). (6.6)

Note que ¢ acima, obtido através de um condensado guardara analogia com o termo de
massa Y, do capitulo anterior. A Eq. (6.6) é obtida aplicando a equacao de Fuler-Lagrange
ao campo auxiliar ¢. Para o tratamento de sistemas em temperatura finita, usaremos o
formalismo de Matsubara onde define-se to — t; = —if e 7 = it, sendo t o tempo real e 7 0
tempo imaginario. S é dado como = 1/kgT onde T é a temperatura. A agao em (2 + 1)

dimensoes é dada por

S = /m dt/dm2 [qf (i +0) ¥+ Qé ¢ (6.7)
= iBALE (i 4 0) W] - D52 (6.8)

E conveniente executarmos os calculos no espaco dos momenta. Para isso, usaremos a

transformada de Fourier, ja incluindo as frequéncias de Matsubara.
_ ﬁ ; ; 0, e—i(kizi—i-komo)
— ﬁ ZV: zk: 0, 6—i(—E£‘+k0x0)
— % zy: zk: 0, ei(l_{f-i-wr)’ (6.9)

com (ky = —iw), (T = it) e <wy = W) onde os w, s@o as frequéncias de Matsubara,

onde v sao ntmeros inteiros. Reescrevendo a a¢ao no espaco dos momenta, obtém-se

S =—ifs [ZZ\IJL(_in+¢) w,| - 104

- 2—qu52 (6.10)
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com as definigoes: ¥ = 111203, W = —kgo1+ k.00 + ¢o3 € kg =  sendo a condigao de simetria
azimutal para solucao da equagao de Dirac em coordenadas cilindricas. Para um sistema
fermionico, usando o formalismo de tempo imaginario, a fungao de particao em mecanica

quantica é dada por

Z = /D\I/LD\I/k exp {m [ZZ@L [(—iw, + 1) + ] ¥y,

= exp {_f_(igzg?} /D\IJLD% exp{—ﬁ;;\lfﬂ(—iwy—i—u) +¢}\I/k}, (6.11)

284
56,0 }

onde i é o potencial quimico fora de nivel de Fermi. O mesmo se refere a um efeito de

particulas excedentes que populam a banda de valéncia, ver figura 6.1

Figura 6.1: Esquema para a descricao dos potenciais quimicos ji e i

O termo u da figura acima, refere-se ao potencial quimico interpretado nos capitulos (5)
e (4) como sendo a funcdo trabalho.Nesta tese nao nos deteremos a estudar os detalhes
do caso 1 diferente de zero, pois esse trabalho serd feito posteriormente. Uma abordagem
unidimensional, para o estudo do poliacetileno no caso de i diferente de zero é estudado na

referéncia [68]. Note que

[(—iwy, + 1) + ] = =i [(w, + 1) + 1], (6.12)
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portanto reescrevendo Z,

Z = exp [——gf}/ﬂ]—[mﬁmk exp {zﬂqﬁ [(w, +ip) + if)] \I/k}
— exp {_ 25&4 ¢2} 111 / DUDU, exp (UMY}, (6.13)
$ v k

com a matriz M dada por

= iB[(wy + 1) + i) . (6.14)

Usaremos a propriedade [63]

/ [IT]Pvipv: exp {—WLM%} = Det ML (6.15)
v k
Portanto,
Z = exp —fél 2 HHDetM
- sS4y g
= exp —26(?8 2 H Hexp (In Det M)
- - v k
= exp —%gbz exp [Z Z (In Det M)]
- S v k
- 1N
= exp —%¢2 exp [Z Z (ln Det MN)] , (6.16)
- s v k

onde N significa a interacao entre as N particulas. Podemos mostrar que
Tr(InM) = In {8 [(w, +ip)* +w?] } [63]. (6.17)

Usaremos uma derivada auxiliar para calcular Tr(InM)

8‘1 [Tr(InM)] = [ ;;)(an)}
= Tr [M‘ %M} (6.18)
Note que
M-l 1

iB [(wy + if1) + ief]

_ il +ip) — ]
 Blws +ip)? 4w (019
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e temos que

%M = i*’Bos = —fo3. (6.20)

Portanto,

o] - [

ﬁw@w»+un—ﬁﬁﬂ]
B l(wy + if1)? + w?]

www%+ﬂm+@w}
B (wy +if1)? + w?]
28¢

= Blws +ip? e (021

e assim concluimos que uma fungao que satisfaz a Eq. (6.18) é
Tr(InM) = In [8? [(wy + i) +w?]] . (6.22)
A funcao Z pode agora ser escrita na forma
gﬂ exp {Z > n [B (w, +ip)’ + wﬂN} , (6.23)
vk
englobando a interacao das IV particulas. Calculando o logaritmo de Z obtemos,

Inz = {—Nzﬂ—ciqbﬂ + Nzl; zk: In [B% (wy, + i)’ + w?]

= NZy+ NinZ'. (6.24)

Z = exp [—

Note que Z, = [—%(b?} . Usaremos algumas identidades matemaéticas para determinar (nZz’

[63]. Note que,

Zln{ﬁ2 (wy 4+ i0)* +w’]} = Zln{ﬁ2 n)?+w?} =5, (6.25)

V=—00 V=—00

Podemos escrever a soma na forma

{Z In{B* [(w, +ip)* +w’]} + Z In{B* [(w, —if) +w2]}}.(6.26)

V=—0 V=—00
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Calculando o InZ’
Inz' = - Z Z {in B [(w, +ip)* +w?]] + In [B? [(w, —ip)* + w?]]}. (6.27)

Podemos escrever InZ' de outra forma, agrupando w com g,

nz' = SN {in [ [+ 4 ] [ (- P ]} (629

Iremos propor a hipétese de quebrar a simetria entre particulas e antiparticulas, inserindo
multiplicadores de Lagrange diferentes para as frequéncias de Matsubara positivas (fi;) e

negativas (fi_)

' — —Z{Z{zn (6% [+ )+ 2]+ 1 [ [ — )? + 2]}

+ Z {in [* [(w+ ) + wp] | + In [B° [(w = fir)* + w}]] }} : (6.29)
Usaremos a identidade [63]
i In[B% (w2 + (W* £b))] = B(w) + 2ln (1 + e PN (6.30)

V=—00

observando que

S tn [6° (w2 + (2 £ 89)] = S 0n [6° (u + (P £09))] = 2B + I (14 € *0Y6.31)

v<0 v>0

Portanto
Inz' = Z {m} + = 1 [in (1 + e (w+ﬂ_)) +in (1+ efﬁ(w*ﬂ—))}
+ lfL (14 e Pty in (1 + e P ], (6.32)
Calculando

InZ = NZy+ NinZ'
- NZO+NZ{5w+ [In (14 e=&+) 4 I (14 e=P—)]

+ In(1+ e W)Y 4in (14 e Py} (6.33)



6.1. FORMALISMO DE TEMPERATURA FINITA 123

note que a soma em k é dupla: (Z Z Z) (Z Z) pois (kg ) Levaremos
ko

z

L
a soma em k, para o continuo (Z — o / dkz>, portanto
7T

z

BA NL 1 —Blwtii —B(w—fi—
InZ = N{_QGS 2}+%;/dkz{ﬁw+§[ln(l+eﬁ( tH ))—i—ln(l—i-eﬁ( “))}

+ n(1+ e Peti)) 4 in (14 e P@i) ), (6.34)

O potencial efetivo é definido da forma [68]

‘/ef = _ﬁ_Aan (635)

o qual pode ser reescrito como

Ve = [Qé ] Z/dk‘ {w—k—[ln(l—ke_ﬁ(‘”“ ))—I—ln(l—l—eﬁ(“’“))

+ I (L4 e Peti)) 4in (14 e P i)} (6.36)

A Eq. (6.36) contém toda fisica do problema e as demais informagoes sao retiradas via
derivacoes do potencial gran-canonico. Adiante, faremos uma conexao com a termodinamica

para determinar o potencial quimico e parametriza-lo com a fisica do grafeno.

A partir do potencial efetivo, podemos determinar as outras grandezas termodinamicas,

energia, entropia e nimero de particulas, usando as relacoes

OVes B 0
S__(3T>’ €= <1+5aﬂ) e N=g Ve (6.37)
Calculando as grandezas com o fato de que i = 0,
OVer
= — (== 6.38
8 ( aT ) (6.38)

— %LA Z/dkz {% [2[7’2, (1 —+ e_fBW) + In (1 + 6_’8(w+ﬂ+)) + In (1 n e_ﬁ(W—ﬂ+))}

Lo L[ 26w 1, Blw+py) 1 Blw-—py) 1}
28 (1 +ef)T (14 ePeti) T (14 ebfl—A) T

+

(6.39)

= a2 [ P (1) i (1 ) (14 )

1] 2w (wHpy) 1 (w—py) 1
* 2 [(1 + efw) T + (14 Beti))T " (1 4 Blo—i) f} } : (6.40)
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Multiplicando por T, resulta em

vy
e <3_T) (6.41)
. ! —pw —B(w+i —Blw—ii
= m;/dlﬂz{% [2[71(1+e B)+ln(1+e B( ﬂ“’))—l—ln(l—i—e B( M+))}
o (w+py) (w — jis)
+ 2 |:(1 + ef’“) * (1 + e@(w+ﬁ+)) T (1 + eﬂ(w—ﬁ+)) : (6.42)

Para o calculo da energia por particula, a quantidade 3 %Vef pode ser dada por

68@5 o= 2T Az/dk {iﬁ 2l” 1+€ ) +In (1+6_B(w+ﬁ+)) +In (1+@—5(w—ﬁ+))}
o (w+ i) (w — i)
i 2 [(1 + efw) + (1 4 eBltnq)) + (14 eflo—m) | [ (6.43)

Sendo assim, temos

€ = ef+ﬁ ‘/ef

op
- {2(1; ] Z/dk {w__ [2in (1+e‘5w)
+ In(l+e” (ww*)%—ln( + e Pe) ]}

L ! —pw —B(w+ —Blw—i
+ ﬂ;/dkz{%[%n(l—i—eﬁ)+ln(1+eﬁ( +H+))+ln(1—|—eﬁ( #Jr))}

L 2w (w+ fi4) (w— )
* 2 {(1 + ebw) + (1 4 eBloti)) T (1+ eﬁ(w—M))} } (6.44)

1] L
= {Qngb}_?W_A;/dkz‘{w

LT 2 weti) (@)
2 [(1 + ebw) * (1 + eBlwtis)) T (1+ eﬁ(wu+))} } . (6.45)

O numero de particulas é dado por
N=N"+N", (6.46)

com

L i 1 1
N _7T Z/dkz |1+ eBlw+iy) ] 4 eﬂ(wy”} € (6.47)

_ L [ 1 1
= _ﬂ_Z/dkz _1 +eﬁ(w+ﬂ_) - 1 +6/B(w_ﬁ—) +2:| s (648)
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onde N~ foi definido para o caso de (T' = 0 e g = 0) gerar o numero de particula N
da teoria livre. Faremos uma andlise termodinamica usando o potencial gran-canonico e

estamos interessados em calcular o potencial quimico. Para (2 + 1) dimensoes considere

U = ST—-PA+uN

U _ ST_PA_ Ny

A A A A
€ = sT'—Vg+op
op = e€—sT'+ Ve
TV

p o= S (6.49)

o o o

onde o = % ¢ o nimero de particulas por area (densidade superficial), € é a energia por drea

e s é a entropia por area. Iremos calcular explicitamente o potencial quimico

po = €— 8T+ Vg
N [22: (ﬂ - 27%42/ dk {W _% {(1 jiﬁw) T fe—;(ﬁju)ﬂ) MG (—ic-de;(ﬁl)ﬂ)}}
~ 5.4 Z/dk { 2ln (1 + 6_5“’) +In (1 + e_ﬁ(w”‘*)) +In (1 + 6_5(“_’1*))}

1[( w o (wHpe) (W) H

2 1 (1+ eﬁw) (1 + eﬁ(w+ﬁ+)) (1 + eﬁ(w—ﬁ+)>

+ {2(1; } Z/dk {w+—[2zn(1+e )

+ In(l+e (“’+“+)—I—ln( + e Alw- ””)]}, (6.50)

que se torna

po= Lé } WAZ/dk {w+—[21n(1+e )

+ In(1+ e Altis) ) +in(1+ e Pl ’”))] }. (6.51)

Para aplicagoes, a Eq. (6.51) podera ser parametrizada. Espera-se que tal parametrizagao
reproduza o modelo do capitulo anterior para temperatura nula. A presenca de ¢ que
é um termo de massa equivalerd ao ¥, do modelo anterior e a representacao do grafeno
nesta abordagem se dard para ¢ = 0. A importancia do que desenvolvemos até aqui
é que, ja poderemos fazer aplicacoes em temperaturas finitas. Possivelmente em breve,

dados experimentais relativos a SWCNTs e GNRs estarao disponiveis para temperaturas
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acima da ambiental. A reproducao tedrica de tais dados devera envolver um formalismo
com temepratura que a Eq. (6.51) ji incorpora. Um préximo passo serd tentar fazer uma

expansao em baixas temperaturas 7" # 0, a exemplo de uma expansao tipo Sommerfeld.



Conclusoes

Nesta tese apresentamos estudos feitos para sistemas com N férmions, interagindo apenas
quando em contato, sobre uma superficie cilindrica. A simplicidade da interacao permitiu que
obtivéssemos, na aproximacao de Hartree-Fock, os observaveis de interesse em uma forma
analitica fechada. Isto permitiu, ja desde o Capiulo 4, verificar que a densidade superficial de
elétrons 0 = N/A depende apenas da energia cinética destes e do raio do nanotubo. Esta
quantidade permite ainda enxergar que as singularidades de Van-Hove obtidas pela derivada
de N com relagao a energia de particula independente single-particle surgem quando n no
somatério muda de uma unidade. Expressamos também, na abordagem nao relativistica,
a energia de Hartree-Fock de forma completamente dependente de o, bem no espirito do
formalismo DFT, E[o| = T[o] + Ulo|. Conseguimos também separar a energia de superficie
da energia de bulk. Mostramos ainda uma relagao compacta relacionando o potencial quimico
p com as energias cinética média (< T >) e a energia de interacao (< V' >) como sendo
p=<T>+4+ <V > +p(x), onde p(r) é um parametro puramente cinético e geométrico
que se anula quando o raio do cilindro vai para o infinito e a geometria cilindrica transforma-
se em uma superficie plana. Este resultado pode ser de importancia no estudo de sistemas
de muitos férmions onde se procura através do teorema do Virial uma relacao entre estas
quantidades que, para uma superficie cilindrica nao é conhecida. O modelo também se
presta, como apresentado, para calculos na obtencao da funcao trabalho de SWCNTs onde

se obtém para raios maiores que 0,5 nm resultados bem razoaveis.

Na abordagem relativistica apresentamos a construcao do modelo desde sua origem. O
resultado principal desta derivacao foi mostrar que a abertura de gaps (35) em GNRs sao
gerados dinamicamente e através de uma equacao simples. Os resultados que obtivemos

foram comparados com dados experimentais e com modelos tedricos sofisticados, mostrando-
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se bastante bons para uma teoria de campo médio. H& uma explicacao para isso. Ao
parametrizar o modelo, escolhemos o grafeno (sem abertura de gap), gap nulo e com um
G rit nO seu limiar. A quantidade experimental escolhida para a parametrizacao do modelo
foi a funcao trabalho do grafeno. Ocorre que tal observavel varia muito pouco de valor, desde
seu tamanho infinito (grafeno) até SWCNTs de aproximadamente 0,2 nm. Assim, a fisica
contida nos GNRs de larguras acima de 0,2 nm ainda capturam a informacao emprestada pelo
grafeno para parametrizar o modelo. De forma semelhante, SWCNTs apresentam também
abertura de gaps que também poderao ser calculados através do mesmo modelo, apenas com
mudanca das condigoes de contorno usadas para os GNRs. Este trabalho ja foi iniciado.
Neste particular, cabe aqui uma observacao importante relativa a simplicidade de nossos
modelos. Ao coloca-los em coordenadadas cilindricas e parametriza-los, estes tornam-se
capazes de uma descricao de SWCNTs para uma variavel continua de seus raios R. Os
modelos atingem o grafeno quando se faz R tender ao infinito. E podem descrever os GNRs

apenas mudando-se as condigoes periddicas anteriormente impostas aos SWCNTSs.

Nao vamos nos estender sobre o apresentado no capitulo 6 ja que ali tratou-se apenas de
passos iniciais para uma futura extensao de nosso modelo relativistico para temperaturas

finitas.
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Apeéendice A

Demonstracoes

A.1 Convergéncia f(x)

Considere a fungao

flz) = |x| Z F

propondo |;‘—| =y, temos dn = xdy e portanto

/_1 V1 —y2dy, (A.2)

resolvendo a integral por substituicao trigonométrica temos y = sena e dy = cosa da que

torna

w/2

flz) = 2/ cos®a da

0
T
- A3
_ (A3
Esse valor s6 é valido para x suficientemente grande, o que implica R >> 0, veremos que em
termos de escala e aplicacao, um valor para uma boa convergéncia ¢ R aproximadamente 30

A. Uma outra demonstracéo para convergéncia da funcio f (x) é através de célculo numérico.

A solugao numérica nos retorna o grafico a seguir
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An/zz (\A/\/\(\[\f\f\/\/\/\f\/\r\/\\[\_
= KALAARAASARRAR!

1,47 T T T T T T T T T T T T T T T T T

Figura A.1: Comportamento da fun¢do f(x) em funcdo de x

Conhecido para o caso limite o valor da fungao f(x), podemos reescrever nossas equagoes

em funcao da mesma e quando conveniente, tomarmos seu limite. Dessa forma temos

A.2 convergéncia de E(x)

Considere a fungao E(x) para o caso limite em que ¢ = 0 e R é suficientemente grande,

MQ:[(¢:j;+%ﬂ (44)

com a mudnga de varidveis y = %, temos

P2 (Ve (A5)

&e
|
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/. ’ 2R
Levando o somatério para o continuo (Zn — 5 f dn), temos

Bz) = /1 K (\/(1;1:—1+ )l
=2 f ()

2
= m, (A.6)

portanto
E(r — o0) = . (A.7)
A.3 Convergéncia de H(x)

Calcularemos H(x) para o caso limite de (R — 00) e (1 — o0)

1 A2 A

: (A.8)

2R
com y = ’% Iremos calcular a fungao H(x) no espago continuo (Z — ;T—W dkg), logo
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Podemos calcular (A.9) por partes

1 1 N|" 1ty 7r
2ln(,/——1+—>:<21n<,/——1+—)) o L ay=" (A0
/0 Y 2 Yy Y 2 y)/)lo 3Jo J1—12 YT (4-10)
portanto,
H(zx — o0) = = (A.11)



Apéendice B

Calculo do tensor TZZ

A derivada do potencial efetivo em relacao a ¢ é

OVey 1 1 1 1
0o _s AT A Z/ { 1+ eBlwtns) 14 eBlw—h-) 1 4 eBltir) 1 4 eBlo—n+) }(B'l)

Calcularemos agora o potencial efetivo para o caso limite de (T'=0, g = iy = i = 0),

teremos
1, L
Vet = {Q_Gf}_zmz/dkzw
1 2 2 2 2 B 2 2 /\Q_kg /\Q_kg
N 1
{2G5¢1 o (,//\ — k3N + @) + (0 + k) In k§+¢2+ k3+¢2+

(B.2)

Calculando a pressao a partir da média do tensor energia momento. A expressao do tensor

energia momento é dada por

oL
00,V

™ = O — gh L. (B.3)

A densidade Lagragiana do modelo é dada em sua forma transformada, com campo auxiliar,
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pela equacdo (6.5), o tensor energia momento pode ser expresso por

1

T = §UAHORT — " | Tl + e ®? + T
_ r 1 1 _
= (UMW — g" | Wi(70y + =770y + 770, + 5 »* + \IJ\IJqs]
r s
_ [ ] 1
= UAHOT — g" | W (i24°0, + %7989 +iv%0, + ¢)W + e ¢2] (B.4)

Calculando o tensor 17%*

_ _ ) 1
T = WUy v — g~ [\P(i%oé’f + %ve(% +i7°0: + 9V + 55 cbz}

= i\II”yZ(—ﬁz)\IJ — (-1 [\T!(izﬂyoéb + ;7989 +iv*0, + )V + %ﬁ]

_ ' 1
= [oro.+ Lra v o+ e (B:5)

substituindo as matrizes de Pauli

= 5 1
T% = _111(220387 + %(202)89 + )W + el quQ}

: ; 1
= V0, + Dowon + s v + o

2G|

- 4 .
= |U(:%0, — %0189 + ¢o3)U + 5C gﬂ (B.6)

E conveniente expressarmos o tensor 7T7%* no espago dos momentos, para isso, usaremos

novamente a transformada de Fourier, assim temos

4
T## = %zy:zk: [\I/T(i?’w,, — 2?0'1]{39 + ¢03)\P:| + |:2é5¢2:| (B?)

definimos U = Uloy e ky = 22, assim,

r
4

T = %; ; [\PT(—Z'(W; + wo) — %01169 + ¢U3)‘I’} + [22;5 ¢2] (B.8)

Definiremos uma matriz M, dada por

M, = [—iw, — o1ke + ¢03) (B.9)
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O tensor T** pode ser expresso por

22 1 1 2
T :Zgg{q’wz%}+ {Qqus]. (B.10)

Considerando a hipotese de quebra de simetria para particulas e anti-particulas, reescreve-

remos a funcao de Z com o auxilio de duas funcoes sinais dadas por

L (v ~ 1 ||
= —+1 =—(1—-— B.11
com as propriedades

frv>0=1 ffv<0)=0 (f)’=f fF+f =1

) , (B.12)
frw>0)=0 fyw<0)=1 () =Ff5 =0
temos
BA ; . ._ _ - .
Z = exp [_ZG o } /HHD\IlkD\I/k exp {zﬁ‘llk [ (w, + ias) + [ (wy + i) + i) ‘llk}
s v k
— exp [_%ﬂ 111 / DYDY, exp{\If;Ll\_/I\Ifk}, (B.13)
s v k
com
M = i3 [f] (wy +ifiy) + £ (w, + i) + igf] (B.14)

A média do tensor T** usando a funcao Z é dada por

/ DU[DW, T exp { UMW, |

(T7%) (B.15)
/ DU DV exp { WM, |
Usando propriedades de derivadas funcionais, podemos mostrar que
1 - 1
Ty = —Tr [ M,M™! —? B.16
(%) = 510 MM o] (B.16)

onde as matrizes M e M, s@o respectivamente as equagoes (B.14) e (B.9). A inversa da

matriz M sera

1
B [f(wp +ifig) + fi (w4 i) + i)

<[ -

Bl (wy +ipg )+ fr(wp —if-)? — w?] '
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Calculando o termo

2 PPw, [fiF (W, +ips) + £ (wy+zu+)]—k9
Tr[M. M7 = ﬁ_AZZ{ oo )2 i (y i) — o }
_ 2 wy [ (wy +ifig) + f, (W, +iig)] + kg + ¢°
- ﬁA;;{ (@ i Pt [ (o + i) — ] }<B'18)
e, _ 1, 2 o= [wy (W, i) + k2 4¢P - (wu—i%>(%+2ﬁ+)+k
s -QGS¢-_5_A; wﬁ;{ (e — )2 — &) }Mdﬁ; (o + ifis +w0)” +

3+¢2}+ N [wy<wy+z’ﬂ+>+k3+¢2]}

o+ 722+ 7]

note que a soma em k é dupla: ( g — E E ) e ( E — g ) pois <k’9 = E). Levaremos
r
Kk ko k- ko

n

, L
a soma em k, para o continuo 2 dk, |, portanto
0
k

S

2z _ 1 2 L %
) = ] -

[CORETREETE N o] W T

%
S [wy i) + R+ ng} S lwy (w0, +ifiy) + k3 + cﬂ ]sB.zo)

v<0

Para comparar com a modelagem do capitulo (5), usaremos um caso limite. Resolvere-

mos a integral em kg, com (Z — Zi/idkzo) e (w, — ikg), sendo 7 — [ e portanto
s

( g — QE / dk0>, o termo para v = 0, é absorvido novamente para o somatorio, pois
T
v

faremos iy = i = p = 0, assim teremos

v - ] B fo (Jn).
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note que w? = k* + k2 + ¢*, entao podemos escrever ki + ¢* = w? — k, e substituir na

expressao (B.21) e assim obtemos

1 (k2 — w? + k?)
%) = dk., dk == ). B.22
) [QG 1 2A7r2z/ (/ ’ k0+ﬂ)2—w2]> (B.22)
A integral pode ser resolvida usando o teorema de residuo.

(/ dko [EZE :L ;})Q;r—k:g]) = _27212("?3 —w’ + k), (B.23)

com polos [kg = +w], portanto

(k2 — w? + k?)
Tz — 0 z
o {QG } 2A7TZ/ k2+k2+w2 .

- [2G } QAWZ/ k2+k2+¢2 i (B.24)

em outra modelagem do mesmo problema, obtemos a seguinte expressao para o tensor 1%

(=) = [%2 B 2_2] Z/ k2 + k:2 2 (B.25)




Apéndice C

Aproximacao de Hartree e

Hartree-Fock

C.1 Teoria de Hartree

Os métodos de calculos de estrutura eletronica, por primeiros principios, tentam mapear
o sistema de muitos elétrons interagentes em um sistema de elétrons nao interagentes. A
dificuldade da solugao para o problema multieletronico esta associado ao termo de repulsao

intereletronica visto na equacao
n n
1
Vvee = E E = (Cl>
— T Tij
=1 1>J
No formalismo de particulas independentes, este termo estd incluido em um potencial efetivo
com caracteristicas dependendo das hipdteses iniciais. Na teoria de Hartree a hipdtese é

supor que o Hamiltoniano total do sistema de N elétrons possa ser escrito de uma forma

desacoplada, isto é, pelo somatério de hamiltonianas de 1 elétron da seguinte forma:

H = Z h(i) (C.2)
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onde h(i) é o operador Hamiltoniano que descreve as energias de cada elétron.

A solugao mais simples da equagao de Schroedinger para o hamiltoniano (C.2) é obtida
expressando-se a fungdo de onda total dos elétrons, W(r7, 73, 73,...,7x), como um produto
simples de funcoes de onda de um elétron, que dependem das suas coordenadas espaciais
como um produto simples de funcoes de onda de um elétron, que dependem das suas coor-

denadas espaciais r; da forma
U (71, 75, T2, ..., Ta) = O1(77)P2(73) P3(73)...0N (T7) (C.3)

A fungao de onda escrita na forma da equacao (C.3) é conhecida pelo nome de produto
Hartree e cada auto-fungao, ¢(r;) , é conhecida como orbital espacial, satisfazendo a condigao
de normalizacao / dri|és)* = 1 e obedecendo a equacdo (C.4), conhecida como equagdo de

Hartree:
M
. = 1 2 ZA
h()i() = (—5% 254
A=1
onde,

12
Vi = /|_!¢—z|_, (C.5)

O autovalor do hamiltoniano (C.2) é a soma das autoenergias das fung¢oes de onda de cada

) ¢i(77) = &p(r7) (C.4)

elétron:

E=€1+¢€9+¢€3...EN

O termo descrito por (C.5), potencial efetivo da teoria de Hartree, é resultado das hipdteses
inicias, pelas quais os elétrons sao distinguiveis ao se atribuir um estado especifico a cada um
deles e ao se representar a funcao de onda total como um produto simples desses estados. O
resultado é que a interagao coulombiana com os demais elétrons aparece de forma média, isto

|2 de cada um dos demais elétrons.

é, cada elétron interage com a distribuigao eletronica |fi

Este é o signifcado do termo (C.5).

Deve-se chamar a atencao para o fato de que cada orbital, ¢;, depende unicamente das coor-
denadas espaciais do respectivo elétron i. Desta maneira, a teoria de Hartree nao comtempla
todas as caracteristicas eletronicas. Um desses aspectos corresponde a indistinguibidade dos

elétrons. Um outro seria o fato de que os elétrons sao caracterizados como férmions e a
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interagao de troca de elétrons de mesmo spin nao aparece no potencial efetivo V. A teo-
ria que leva em conta tais aspectos é chamada de Hartree-Fock, conforme esta descrita na

proxima secao.

C.2 Teoria de Hartree-Fock

Para incluir os efeitos de spin a fungao total deve ser fungao das coordenadas espaciais (7)

e de spin (w):
Tr={r, w} (C.6)

As funcgoes que agora incluem as coordenadas espaciais e de spin sao denominadas de spin-
orbitais. Uma outra caracteristica que deve ser incluida na funcao de onda é que, uma vez
que ela representa férmions, ela deve trocar de sinal toda vez que forem efetuadas trocas nas

coordenadas de dois elétrons quaisquer, isto é:

U(21, ..., T; y Th, ey n) = —V(21, ..., ), 27,0, TN) (C.7)

Uma funcao de onda que apresenta essa propriedade é denominada de funcao de onda an-
tissimétrica. Uma maneira simples de construir fungoes de onda antissimétricas é através
de uma combinagao linear de solugoes do tipo (C.3), escrevendo a funcao de onda para um

sistema de N elétrons como um determinante, chamado determinante de Slater:

¢1(71) di(@2) ... u(Tn
G2(71)  a(@2) ... da(7n)

U (2], T3, T3, ..., Tn) =

1
V' N!

O primeiro termo da direita da equagao (C.8) corresponde apenas a um fator de normaliza-
¢ao. Construindo-se a funcao de onda através desse determinante, observa-se que todos os
elétrons serao colocados em todos os spin-orbitais, e que se for efetuada uma troca de coorde-
nadas entre esses elétrons, a funcao de onda trocara de sinal e serd, portanto, antissimétrica.

Da mesma forma que na teoria de Hartree devemos obter as equagoes que descrevem o elétron
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independente que se move no potencial efetivo de Hartree-Fock. Para isto vamos aplicar o

principio variacional.

O principio variacional permite encontrar a energia aproximada para o estado fundamental
de um sistema quantico caracterizado por um hamiltoniano H. Assim, a melhor funcao de
onda que representa o estado fundamental de um sistema ¢é aquela que minimiza a energia

eletronica:
E = (Wo|H|W) (C.9)

Para se chegar a equacao de Hartree-Fock através do método variacional, adota-se o de-
terminante de Slater (C.8) como funcao tentativa. Para isso, deve-se anular a variacao em

primeira ordem do funcional do valor esperado do hamiltoniano
Hele = Te + ‘/eN + ‘/ee (ClO)

quando se faz uma pequena variagao arbitraria em (C.8), com a restricdo de manter (V|¥) =
1. O problema da minimizacao com restricao é resolvido pelo método dos multiplicadores de

Lagrange:

§ | E[T] —Zg/\qs(f)\?dfl =0 (C.11)

Isto leva a equagao de Hartree-Fock [18]:

f@)o(T7) = ed(7;) (C.12)
com
. 1 Y 74
fli)=—=V2 =)y = 4fF (C.13)
2 ; T'iA

F ¢ o potencial efetivo de Hartree-Fock. Esse potencial

onde f(i) é o operador de fock e v
pode ser interpretado como sendo o potencial médio sentido por um elétron ¢ devido a todos

os outros elétrons. O potencial v/'F" se divide em um termo local e um nao local:
UHF(ZL_';) = VH(LE_;) + ky (C.14)

com Vp sendo o potencial de Hartree (termo local) dada na Eq. (C.5). O tltimo termo, k,

surge da antissimetria da fun¢ao de onda e é definido como potencial de exchange:

b)) = Y [ 5o (65) o) (C.15)



C.2. TEORIA DE HARTREE-FOCK 150

Esse é o termo nao local e indica a correlacao entre elétrons de spins paralelos. Para obter
a correlagao entre spins opostos, deve-se considerar a funcao de onda exata [18] do sistema:

|U,) = C’0|\IJO>—|—Z C’g|\I/Z>+Za <b r<s Cgb—i—Za <b<cr<s<tOmHwrsbyy

abel * abe
ra

(C.16)

na qual |U7) representa os possiveis estados com excitagoes simples, no qual o elétron que
ocupava o orbital f, foi transferido para o orbital f,.. O terceiro termo representa os estados
duplamente excitados, e assim sucessivamente. Os determinantes de Slater [¢)g),; |U7), .. .sdo0
definidos por especificagoes da configuracao dos spins orbitais que os formam. Este proce-
dimento é chamado interacao de configuracao (Configuration Interation, CI). Na CI estao
incluidos os efeitos de exchange e de correlagdo. A série infinita (C.16) deve ser truncada
em algum termo. A solugao para o problema de N elétrons na aproximacao CI é obtida
utilizando-se (C.16) como fungao tentativa no método variacional. Tal procedimento leva a

um problema de alto custo computacional e aplicivel somente para sistemas simples.



